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l. PRESENTACION

El 5 de marzo de 2013 se celebrd en Paris el acto de
apertura del Afio Internacional de las Matematicas del
Planeta Tierra. A lo largo del afio, sociedades cientifi-
cas, universidades, centros de investigacion y otras or-
ganizaciones en todo el mundo celebraron numerosas
actividades, tanto cientificas como de divulgacion, con
el objetivo de destacar el papel de las matematicas enla
resolucion de algunos de los desafios a los que se enfren-
tanuestro planeta.

Las matematicas no suelen ser una de las materias mas
populares entre los escolares. El ejercicio de abstraccion
que, en ocasiones, se les exige, hace que muchos de ellos
pierdan elinterés. Y los docentes deben buscar formulas
gue motiven a sus estudiantes a encontrar la utilidad de
los conceptos matematicos y su aplicacion a problemas
de gran actualidad.

El cambio climatico, las catastrofes inducidas por el
hombre, la prevision de enfermedades basandose en
modelos matematicos o el trasfondo matematico de las
redes, tan utilizadas en la actualidad por la sociedad, son
algunas de las materias tratadas en esta unidad didac-
tica, elaborada por especialistas en las mismas. La revi-
sion de un experto en didactica de las matematicas ha
permitido, por otra parte, contextualizar los contenidos

en el curriculo de estudiantes de ensefianza secundaria
y bachillerato. Asi, cada capitulo se inicia con una breve
presentacion y una serie de indicaciones donde se pue-
den encontrar los objetivos y contenidos del curriculo
escolar a los que responde. Asimismo, se sefialan otras
asignaturas que pueden tenerrelacion con la materia tra-
tadaenel capitulo.

Los ejercicios, anécdotas y ejemplos que se hallan en
cada uno de los capitulos de la obra, asi como los mate-
riales auxiliares que se presentan al final de cada capitu-
lo —peliculas, lecturas recomendadas o paginas web con
informacion de interés- ofrecen a los docentes herra-
mientas para la realizacion de actividades en el aula que
apoyen su labor.

Esperamos que esta unidad didactica, como el resto de
las hasta ahora editadas por la Fundacion Espafiola para
la Ciencia y la Tecnologia, sirva para hacer un poco mas
conscientes a los jovenes de la importancia que tiene la
ciencia en su vida cotidiana.

José Ignacio Fernandez Vera
Director general
Fundacidn Espafiola para la Cienciay la Tecnologia






Il. PROLOGO

Esta unidad didactica nace dentro de una iniciativa
internacional de gran relevancia, la proclamacion de
2013 como Afio de las Matematicas del Planeta Tierra
(Mathematics Planet Earth, MPE 2013). Esta declara-
cion ha tenido su origen en las sociedades matemati-
cas e institutos de investigacion de Estados Unidos y
Canadd, y posteriormente ha recibido el apoyo de la
Unién Matematica Internacional (IMU) y la UNESCO.

El objetivo del MPE 2013 es sefialar la importancia de
las matematicas para conocer y gestionar mejor el
funcionamiento de nuestro planeta -su propia estruc-
tura, la vida que alberga, los fenémenos en su corteza,
en su atmdsfera y en sus océanos, la influencia de la
actividad humana, nuestro entorno astronémico- y
también para estar mejor preparados ante catastrofes
gue nos alcanzan a veces de una manera terrible. Las
matematicas son indispensables para avanzar en esta
comprension de la casa que habitamos y, en gran me-
dida, nuestra propia supervivencia como especie de-
pende de la misma. Aunque es casiimposible trazar un
panorama exhaustivo de todas estas circunstancias,
esta unidad pretende dar una vision lo mas completa
posible.

Si bien esta obra puede ser leida por cualquier persona in-
teresada en estos temas, los destinatarios finales son los
profesores y alumnos de educacion secundaria y, con tal
proposito, se incluyen analisis didacticos de los contenidos
y propuestas de ejercicios y actividades para las aulas. A tra-
vés de este trabajo se quiere ofrecer una vision de las mate-
maticas, a veces estudiadas sin unajustificacion clara, como
herramienta indispensable para comprender y controlar se-
glinnuestros intereses elmundo que nos rodeay como base
de cualquier desarrollo tecnolégico, imprescindible para ha-
cer sostenible la vida de la especie en nuestro planeta.

Se ha dividido la obra en 16 capitulos, desarrollado cada
uno de ellos por expertos en el tema y con materiales
complementarios (libros, peliculas, series televisivas,
portales de Internet) que pueden resultar de utilidad en
las clases para amenizar e ilustrar los textos.

Manuel de Ledn
Director del Instituto de Ciencias Matematicas, ICMAT

Agata Timén Garcia-Longoria
Responsable de Comunicaciony
Divulgacion del Instituto de Ciencias Matematicas, ICMAT












La huella del tiempo

Autor: Miguel Gémez Boronat. FOTCIENCIA9

Cuando hablamos de ciencia no podemos olvidar las impresionantes formaciones rocosas
que se encuentran en la superficie de la Tierra. Un ejemplo de estas formaciones lo
constituye el Antelope Canyon (o “Cafién del Antilope” en castellano), un estrecho cafién
localizado en el suroeste de Estados Unidos. Para formar este increible paisaje, el terreno
geoldgico se ha ido horadando durante miles de afios como consecuencia del paso de
corrientes de agua, dando como resultado un estrecho espacio arenoso delimitado por unas
paredes anaranjadas que pueden llegar a alcanzar los 40 metros de altura. Sus pasillos
estdn ocupados por sinuosas curvas y oquedades bellamente iluminadas por la entrada de
los rayos del sol, como si de una catedral se tratase.






EL POSICIONAMIENTO
SOBRE LA TIERRA

Christiane Rousseau






Este capitulo pretende mostrar los fundamentos mate-
maticos del Sistema de Posicionamiento Global (GPS),
la herramienta que permite establecer una posicion de-
terminada sobre la superficie de la Tierra con un nivel
de precision considerable. El fundamento matematico
basico esta basado en laidea, aparentemente simple, de
lugar geomeétrico. El razonamiento consiste en calcular
varias medidas, lineales o angulares, relativas a un ob-
jeto o posicion, para deducir que este se encuentraen la
interseccion de varios lugares geomeétricos, de modo que
se puede establecer su posicion exacta.

En el calculo de posicion varios satélites miden su dis-
tanciaaunobjeto sobre la superficie de la Tierra. A partir
de cada medida el receptor GPS deduce que el objeto se
encuentra sobre una esfera centrada en dicho satélite. Al
intersecar cuatro de estas esferas se encuentra el punto
en que esta situado el objeto o posicion buscados.

La autora explica y detalla como funciona el GPS en la
practica para obtener la exactitud suficiente y aborda al-
gunos de los problemas de precisidn que se plantean. Ade-
mas muestra algunas aplicaciones geoldgicas y geografi-
cas, como son medir la altitud exacta de las montafias, su
crecimiento anual, o bien medir los movimientos relativos
de las placas. También dedica un apartado extenso a las
aplicaciones a la cartografia, comparando su empleo en

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obljgatoria).

los distintos tipos de proyecciones y en la correccién de
las distorsiones que cada una de ellas produce.

La lecturay el trabajo con este capitulo responden espe-
cialmente a los objetivos 03y 04 de la asignatura Cien-
cias para el Mundo Contemporaneo, comun para primer
curso de bachillerato. Estos son:

03. Obtener, analizar y organizar informaciones de
contenido cientifico, utilizar representaciones y mo-
delos, hacer conjeturas, formular hipotesis y realizar
reflexiones fundadas que permitan tomar decisiones
fundamentadas y comunicarlas a los demas con cohe-
rencia, precisiony claridad.

04. Adquirir un conocimiento coherente y critico de las
tecnologias de la informacidn, la comunicacién y el ocio
presentes en su entorno, propiciando un uso sensato y
racional de las mismas para la construccion del conoci-
miento cientifico, la elaboracion del criterio personaly la
mejora del bienestar individual y colectivo.

Adicionalmente, la informacion relativa a los problemas
de posicionamiento sobre la Tierra que se aborda en este
capitulo sirve para ampliar contenidos y objetivos de la
asignatura Geografia, para la modalidad de Humanida-
desy Ciencias Sociales.






INTRODUCCION

¢Donde estamos? Desde tiempos inmemoriales el ser
humano ha necesitado saber en qué punto espacial se si-
tla encadamomento. Enlas sociedades prehistoéricas se
trataba de volver alos campamentos después de la caza.
Actualmente, los exploradores y navegantes necesitan
encontrar su ruta a través de la naturaleza, mientras los
conductores tienen que orientarse en el entramado de
calles y carreteras. El

(Global Positioning System) es una herramienta mo-
derna que nos permite establecer nuestra posicion con
un alto nivel de precision. Aunque ademas, si estas perdi-
do en un velero en alta mar solo es Util saber tu posicion
si también sabes a dénde quieres ir. Por eso, para encon-
trar el camino correcto también necesitamos la ayuda de
los mapas. ;Coémo funciona el GPS y como se dibujan los
mapas de la Tierra? Estos son los temas principales que
vamos a tratar en este capitulo.

EL SISTEMA DE POSICIONAMIENTO
GLOBAL (GPS)

Antiguamente el hombre utilizaba herramientas elemen-
tales para establecer su posicion: la brujula magnética,
el astrolabio y mas tarde el . El sextante nos
permite medir angulos desde el horizonte hasta una es-
trella o el mismo Sol, y de esta manera obtener un

relativo al observador. Si el observador cal-
cula varias medidas, puede deducir que se encuentra en
la interseccidn de varios lugares geométricos vy, por lo
tanto, establecer su posicidn exacta. Sorprendentemen-
te, tales razonamientos geométricos elementales aln
son necesarios en las sofisticadas técnicas modernas
de localizacion. En el caso del sextante, le permitir(a al
observador deducir algunos datos acerca de su posicion
relativa a una estrella. En el caso del sistema GPS, el re-
ceptor mide algunos datos sobre su posicion relativa a
una red de satélites, cuya posicién se conoce. Entremos
enmayor detalle. ;Cémo funciona el sistema?

El Departamento de Defensa de Estados Unidos ultimd
GPS en julio de 1995 y que-
do autorizado su uso para el publico en general. En su pri-

mer despliegue, el sistema se componia de 24 satélites, y
estaba disefiado de tal manera que al menos 21 de ellos es-
tar{an funcionando durante un 98% del tiempo. En 2011 el
sistema aumentd a 30 satélites NAVSTAR, al menos 24 de
los cuales estaban en pleno funcionamiento, mientras los
otros o proporcionaban una precision mayor al sistema o
garantizaban su seguridad en el caso de que fallase uno de
los satélites. Los satélites se sitlian a 20.200 km de la su-
perficie de la Tierray se distribuyen en orbitas contenidas
en seis planos diferentes (los planos orbitales). Cada pla-
no tiene una inclinacion de 55 grados respecto al ecuador
terrestre (figura 1) y contiene al menos cuatro satélites
por plano orbital, casi equidistantes los unos de los otros.
Cada satélite tarda 11 horas y 58 minutos en hacer una dr-
bitacircular alrededor delaTierray

Ahora veremos el porqué.

Figura1. Los 24 satélites en 6 planos orbitales. Imagen: Christiane Rousseau.

CALCULO DE POSICION MEDIANTE
UN RECEPTOR GPS

La posicion
de los satélites se conoce en todo momento y, ademas,
estos emiten sefiales electromagnéticas a una frecuen-
cia preestablecida. Hace falta un receptor especial para
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utilizar el sistema que graba las sefiales y |as utiliza para
calcular el tiempo del recorrido de las sefiales al restar
la hora grabada de su llegada de la hora conocida de su
salida. Al hacer una computacion de estos datos de un
satélite determinado, el receptor calcula la distancia que
lo separa de este satélite (esta distancia es simplemen-
te el tiempo del recorrido de la sefial multiplicado por la
velocidad de la luz, que es la velocidad de propagacion de
las sefiales). Los puntos que estdn a una distancia deter-
minada del satélite forman una esfera.

Por lo tanto, a partir de cada medida el receptor puede
deducir que se encuentra sobre una esfera centrada en
dicho satélite. Basta intersecar cuatro de estas esferas
para encontrar el punto en el que esta situado el obser-
vador. En general, la interseccion de dos esferas forma
un circulo (figura 2 a). Puesto que, en general, un circulo y
una esfera se cruzan en dos puntos (figura 2b), a partir de
solo tres medidas el receptor puede deducir que se en-
cuentra en uno de estos dos puntos (figura 3). Una cuarta
medida permitiria al receptor descartar uno de los pun-
tos de intersecciony, por lo tanto, establecer su posicion
con exactitud. Sin embargo, esto no es necesario, ya que
los satélites se sittian de tal manera que el otro punto se
encuentre muy lejos de la superficie de la Tierra, y queda
descartado por no ser nada realista. Entonces, spor qué
necesitamos al menos cuatro satélites en drbita para po-
der utilizar el sistema GPS?

Figura 2. La interseccion de las dos primeras esferas formando un circulo (a). Este
circulo cortala tercera esfera en dos puntos (b). Imagen: Christiane Rousseau.

Figura 3. Los dos puntos de interseccion de las tres esferas. Uno de los puntos
marca la posicién del receptor sobre la Tierra y el otro punto se descarta por no
ser nada realista. Imagen: Christiane Rousseau.

DEMASIADO SENCILLO PARA FUNCIONAR

El analisis descrito arriba parte de la hipdtesis subya-
cente de que tanto los relojes de los satélites como el
del receptor estan perfectamente sincronizados. Esto
es posible si se trata de los costosos relojes atémicos
de los satélites, pero no del reloj barato del receptor, que
tiene la precision suficiente para cronometrar recorridos
cortos pero carece de la precision necesaria para mante-
nerse sincronizado con los relojes de los satélites. Por lo
tanto, ;como nos las arreglamos en la practica?

ADAPTANDOSE
A RESTRICCIONES PRACTICAS

Volvamos a lo que hicimos en el caso idéneo. Consideran-
do el problema analiticamente, teniamos tres incognitas:
las coordenadas x, y, z de la posicion del receptor. Asi
que nos hacian falta tres medidas para poder encontrar
un numero finito de soluciones; cada medida nos daba un
lugar geométrico (la esfera) en el espacio tridimensional.



Si el reloj del receptor no estd sincronizado con los de
los satélites, entonces tenemos otra incdgnita, a saber:
el desplazamiento t entre el reloj del receptor y los de
los satélites. Si el receptor calcula el tiempo de recorri-
do (ficticio) de las sefiales entre los cuatro satélites y el
receptor, entonces el receptor se halla en los puntos de
interseccion de los cuatro lugares geométricos en un es-
pacio-tiempo de cuatro dimensiones (x, y, z, t). Una vez
mas, estos cuatro lugares geométricos tienen dos pun-
tos de interseccion, y uno de estos puntos se descarta
por no ser realista. Los detalles de los célculos pueden
encontrarse en Rousseau y Saint-Aubin (2008).

OBTENER LA PRECISION SUFICIENTE

Hay otros aspectos a tener en cuenta para conseguir la
precision deseada:

* Se puede aumentar la precision si hay mas de cuatro
satélites. Puesto que cada medida siempre contiene
un error, no sabemos si el receptor se encuentra en
una esfera, sino solamente que se halla dentro de una
esfera maciza. Cuando las esferas macizas se cruzan
formando un angulo pequefio, la zona de interseccidn
tiene un didmetro mucho mayor que el que se forma
cuando estas esferas se cruzan con un angulo grande.
Por lo tanto, si se pueden seleccionar los satélites,
siempre resulta preferible seleccionarlos de manera
que las esferas se crucen formando angulos grandes.
Estaidea puede explicarse con la ayuda de la figura 4,
donde se dibujan circulos en vez de esferas para que
el concepto quede mas claro.

Figura 4. Un dngulo de interseccion pequeiio a la izquierda (pérdida de precision) y un
dngulo grande a la derecha. Imagen: Christiane Rousseau.

* Por otro lado, tenemos que admitir que hemos hecho
trampas. Hacen falta unas correcciones relativistas.

1.1 EL POSICIONAMIENTO SOBRE LA TIERRA

De hecho, la alta velocidad de los satélites ralentiza
sus relojes, mientras la gran masa terrestre los acele-
ra.Lasumanetade los dos errores no esigualaceroy
ha de tenerse en cuenta.

* El proceso que hemos descrito proporciona una pre-
cision de 20 metros. Una fuente de error reside en la
velocidad de la sefial, que es variable seglin surumbo
por la atmadsfera. Si se trata de un GPS diferencial el
proceso es el siguiente: en un receptor GPS cercano
cuya posicidn se conoce, se compara el tiempo real
delrecorrido con el tiempo del recorrido ideal, lo cual
nos permite calcular la velocidad de la sefial con mas
exactitud. Al comunicarse esta informacion al recep-
tor, se puede mejorar la precision hasta1cm.

ALGUNAS APLICACIONES

Las aplicaciones son muchas y algunas de ellas muy popu-
lares. A continuacion, describimos otras mas desconocidas.

* Un receptor GPS constituye una referencia temporal.
Esto puede parecer sorprendente, ya que hemos dicho
que el reloj del receptor es un reloj barato que no se
mantiene en sincronizacion con los relojes de los saté-
lites. No obstante, también hemos dicho que el recep-
tor puede resolver un sistema de cuatro ecuaciones en
las cuatro incdgnitas x, y, z, T. Una vez que el receptor
haya resuelto este sistema, ya se sabe el desplaza-
miento T entre su reloj y los de los satélites, y por eso
puede sincronizar su reloj con los de los satélites. Asi
que los receptores GPS constituyen una manera eficaz
de sincronizar detectores. Por ejemplo, puede tratar-
se de pararrayos o de detectores de ondas sismicas
después de un terremoto. En el caso de la red eléctri-
ca de un pals entero, los receptores GPS se acoplan a
detectores colocados en todos los nodos, de manera
que cada nodo puede constatar la hora exacta en que
un problema surge en las lineas de alta tension, y asilo-
calizar el problema de manera aproximada. En Canada,
en la provincia de Quebec, todos los equipos a lo largo
de las lineas de alta tension estan sincronizados con
GPS. En esta provincia las lineas de alta tension son
muy largas, con tramos que pasan por areas remotas,

21



22

UNIDAD DIDACTICA. MATEMATICAS DEL PLANETA TIERRA

y suelen producirse problemas durante tormentas de
nieve. Es por eso que cualquier informacidon sobre el
lugar aproximado del fallo es muy util.

* Los GPS se utilizan para medir tanto la altitud exacta
de las montafias como su crecimiento anual. Gracias
a la ayuda de GPS se pudo establecer que el monte
Everest era mas alto que el K2y, por lo tanto, la mon-
tafia mas alta del mundo.

* | a corteza terrestre se compone de 12 inmensas pla-
cas tectodnicas cuyos contornos no son sencillos de
determinar. La velocidad de desplazamiento de las pla-
cas puede variar de 2 a10 cm cada afio. Los receptores
GPS se utilizan para medir los movimientos relativos
de las placas, pero una de las dificultades de medir es-
tos desplazamientos es que no hay un punto fijo sobre
la Tierra, ya que todas las placas se estan desplazando
sobre el manto viscoso. Las mediciones recientes rea-
lizadas con GPS nos permiten refinar la cartografia de
las placas, y los geofisicos todavia estan descubriendo
nuevas placas pequefias: en los modelos mas recientes
hay al menos 52 placas tectdnicas. Es interesante se-
fialar también que algunos puntos que parecian perte-
necer a lamisma placa se desplazan entre si.

LA CARTOGRAFIA

¢Cdémo se puede dibujar un mapa de la Tierra? La Tierra
tiene forma de esfera, pero un mapa se dibuja sobre una
hoja de papel. Y si pruebas a ajustar una hoja de papel
a una esfera, pronto te daras cuenta de que no lo pue-
des hacer sin crear un nimero infinito de pliegues. De
hecho, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) demostré que es
imposible dibujar un mapa de la Tierra y al mismo tiem-
po conservar todos los angulos y la razon de las distan-
cias. ¢Por qué? Porque una esfera tiene una curvatura
positiva en cada punto, mientras un plano tiene una
curvatura cero. Tanto un cilindro como un cono tienen
una curvatura cero, y se pueden cortar a lo largo de una
generatriz y desenrollarse en forma de un plano.

Por lo tanto, ningin mapa terrestre puede conservar las
distancias. Los mapas terrestres normalmente se dibu-

jan utilizando proyecciones de los puntos de una esfera
aun plano (en cuyo caso la proyeccion se llama acimutal)
oauncono o auncilindro. La posicionrelativa a la esfera
delplano, cono o cilindro sobre el que se proyecta depen-
de de la regidn que se quiere representar sobre el mapa
con el fin de limitar cualquier distorsion. Por ejemplo, si
se quiere hacer unmapa de la Antartida se podria utilizar
una proyeccion sobre un lugar tangente al Polo Sur (figu-
ra 5). Si se quiere hacer un mapa de la region ecuatorial
se utilizaria un cilindro tangente al Ecuador (figura 8). Y
un cono tangente al paralelo 40 Norte ser{a una buena
opcién para un mapa de Espafia (figura 6).

N

Figura 5. La proyeccién estereogrdfica. Imagen: Christiane Rousseau.

Figura 6. Un cono tangente a la esfera al paralelo 40 Norte. Imagen: Christiane
Rousseau.

Aunque no podemos conservar todas las distancias, sl
podemos conservar las propiedades parciales. ;Cuales
son estas propiedades? Depende de lo que nos intere-
se. Asi, si queremos comparar la extension de los paises



damos prioridad a las proyecciones que conserven la
razon de las areas. Tales proyecciones se conocen como
equivalentes. Arquimedes (287-212 a. C.) ya sabia que la
proyeccion horizontal sobre uncilindro es equivalente (fi-
gura7), pero su contribucién fue olvidaday la proyeccion
horizontal sobre un cilindro tangente al Ecuador ahora se
conoce como la proyeccion de Lambert por Jean-Henri
Lambert (1728-1777). Algunas proyecciones conservan los
angulos y se dice que estas proyecciones son conformes.
Este es el caso de la proyeccidn estereografica a través
del Polo Norte (figura 5), un hecho que el griego Hiparcos
(190-120 a. C.) ya sabia. Cuando se est4 lejos del polo, es
mas frecuente el uso de la proyeccion Mercator (por Gé-
rard Mercator, 1512-1594), que proyecta la Tierra sobre un
cilindro infinito (figura 8).

Figura 7. La proyeccion horizontal de Lambert. Imagen: Christiane Rousseau.

¢Cuales son las ventajas de una proyeccion conforme si
se quiere dibujar unmapa? Enunmapa obtenido median-
te la proyecciéon Mercator, los paralelos se representan

1.1 EL POSICIONAMIENTO SOBRE LA TIERRA

Figura 8. La proyeccién de Mercator (a) Proyeccién. (b) Mapa para la latitud
80 °5y 80 °N. Imagen: Christiane Rousseau.

por lineas horizontales y los meridianos por lineas verti-
cales: una linea recta en el mapa forma un angulo cons-
tante con los meridianos, y por eso si se esta lejos de los
polos la recta forma un angulo constante con las lineas
del campo magnético. Si se mantiene el rumbo con una
brujula se seguira una de estas lineas. En un mapa de
este tipo, un recorrido representado por un segmento
entre dos puntos se llama el recorrido loxodrémico en-
tre los dos puntos. No es la distancia mas corta entre
los dos puntos. La distancia mas corta se llama el re-
corrido ortodrémico, que consiste en la proyeccion del
arco pequefio del circulo maximo que une los puntos co-
rrespondientes y parece mas larga (figura 9).
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Linea
ortodrémica

/’/‘\Th Linea

loxodrémica

Figura 9. Las distancias ortodrémica y loxodrémica entre dos puntos A y B. Ima-
gen: Christiane Rousseau.

Es extraordinario que Hiparco, Arquimedes, Lambert y
Mercator pudiesen descubrir las propiedades geomé-
tricas de estas proyecciones sin servirse del calculo di-
ferencial, que no fue desarrollado por Newton hasta la
segunda mitad del siglo XVII.

Estas proyecciones son Unicamente algunas de las que
existen. Hay muchas otras, como por ejemplo la proyec-
cion sinusoidal (figura10) que también es equivalente.

Figura10. La proyeccién sinusoidal es equivalente. Imagen: Christiane Rousseau.

UN CRITERIO PARA QUE UNA
PROYECCION SEA EQUIVALENTE

Para simplificar, supongamos que la Tierra es una esfera
de radio 1: esto es posible si seleccionamos la unidad de

longitud adecuada. Supongamos también que A eslalon-
gitudy @ la latitud. Las coordenadas (x, y, z) de un punto
en la esfera de longitud A y latitud ¢ se expresan como
sigue:

(X,¥,2) = (cos A cos @, sen A cos ¢, sen ¢)

Consideramos un region pequefia R acotada por los me-
ridianos de longitud A y A + 84, y por los paralelos de lati-
tudy @ + 8@ (figura ).

Figura 11. Una pequefia regidn sobre la esfera. Imagen: Christiane Rousseau

Su area es aproximadamente la de un rectangulo pe-
quefio. Puesto que el paralelo en la latitud @ es un
circulo de longitud 2¢cos(¢), el lado horizontal del
rectangulo pequefio tiene una longitud aproximada-
mente igual a cos(¢)d). El lado vertical tiene una longi-
tud aproximadamente igual a d¢. Por lo tanto, el area
aproximada de la regién pequefia R se calcula de la si-
guiente manera:

A=cospOAd@

Para probar que la proyeccion es equivalente, basta con
demostrar que la region correspondiente R' en el mapa
tiene lamisma area.



EL CASO DE LA PROYECCION
HORIZONTAL SOBRE UN CILINDRO

Es facil comprobar que el punto (x, y, z) de longitud Ly
latitud ¢ se superponen en el punto.

(x’,y’,2’) = (cos A, sen A, sen @)

LaimagenR' de la pequefia region R es exactamente un
rectangulo. Ellado inferior horizontal de laregidn se tras-
lada al lado inferior horizontal de un rectangulo de longi-
tud OA. Los lados verticales se trasladan a los lados ver-
ticales de un rectangulo de longitud cos(@)de. De esta
manera se obtienen la misma area A que antes.

EJERCICIO
El caso de la proyeccién sinusoidal

Comprueba que es equivalente. Con este propo-
sito, se necesita una formula para la proyeccion
sinusoidal, que es la siguiente: un punto (x, y, z)
de longitud A y latitud @ se transfiere al punto
(x*,y7) = (A cos(@). ).

EL CASO DE LA PROYECCION
ACIMUTAL DE LAMBERT

En este caso usamos una proyeccién sobre un plano
tangente a la esfera en un punto dado, la cual minimiza
la distorsion alrededor del punto escogido. La figura 12
muestra tres proyecciones alrededor de tres puntos
diferentes.

En primer lugar damos la formula para la proyeccion
cuando proyectamos sobre un plano tangente al Polo
Sur: un punto (x, y, z) de longitud A y latitud @ se super-

1.1 EL POSICIONAMIENTO SOBRE LA TIERRA

Figura 12. La proyeccion acimutal de Lambert es equivalente. Cerca del Polo
Sur (a). Cerca del Polo Norte (b). Alrededor de (A, ¢)=(0,0) (c). Imagen: Christiane
Rousseau.

pone enelpunto (x’,y') con las coordenadas polares (r, 0)
dadas por el resultado de la siguiente formula:

(r,G):(Zcos(%—%),h)

donde el dngulo @ se expresa mediante radianes. Por lo
tanto,

(x’,y) = (2 cos (

vl

—%) cos A, 2 cos (%—41) sen \.)
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En este caso la region R' no es un rectangulo: esta aco-
tada de dos arcos circulares y dos segmentos (figura 13).

&

Figura13. Laimagen de la regién pequefia en la esfera. Imagen: Christiane Rousseau.

iCual es el origen de esta formula? Consideremos
un plano tangente a la esfera al Polo Sur S, y un punto
P = (x, y, z) sobre la esfera de longitud A y latitud ¢.
La imagen de P segun la proyeccion es el punto P’ con
coordenadas polares (r, ), donde 8 = A y r = IPSles la
longitud del segmento PS. En términos geométricos, en
el plano del meridiano de longitud A, P se obtiene tal y
como se muestra enla ﬁgura 14.

Figura14. Construccién de la proyeccién acimutal de Lambert al dibujarse un arco
circular con centro en S que pasa a través de P. Imagen: Christiane Rousseau.

He aqui la idea que demuestra que es equivalente: la lon-
gitud de los arcos circulares en la figura 13 es aproxima-
damente 2cos((/2-/2)0M. La longitud de los segmentos
se expresa aproximadamente como sigue:

d_r dg = sen(
do

M|-e

—%)&p

Por lo tanto, el area de la regidn pequefia es aproximada-
mente igual a:

sen(cp—%) Oh 0@ = cos @ OA dg

MINIMIZAR LA DISTORSION

La mayor parte de lo que hemos presentado hasta
ahora se conoce hace siglos. Sin embargo, este tipo de
problema sigue planteando retos a la ciencia actual. El
matematico John Milnor, galardonado con la Medalla
Fields en 1962, quer{a determinar la proyeccién que
minimizara la distorsion de las distancias cerca de un
punto dado. ;Pero qué quiere decir distorsion? Dados
dos puntos P y Q, supongamos que d(P,Q) son sus
distancias en la esfera; es decir, la longitud del arco més
pequefio del circulo maximo que los une. Si se repre-
sentan estos puntos en el mapa con los puntos P’y Q’,
su distancia d’(P’,Q’)= IP’Q’l sera la longitud del
segmento lineal P’Q’. Si no hay distorsion, la razon
d’(P’,Q")/d(P,Q) sera constante. Consideremos una re-
gion R diferente de la esfera entera, y una proyeccion
de R al plano para la que existen constantes o, < 1 y o,
=1 ytales que paratodoP, Q € RconP = Q,se cumple

< —d’(P”Q’) <O
d(P.Q)

Cuanto mas cercadelestén o, y o,, mas pequefia sera
la deformacidn. Se define la distorsién como el niimero:

(03
0 =log —
0,

Se puede comprabar que la distorsion es cero cuando
0,= 0, =1,que aumenta cuando 0, 0 o, se alejande 1.
John Milnor demostro que siempre existe una proyec-

cion que minimiza la distorsion 8 sobre una region dada.



En el caso especifico en el que laregion R esta acotada
por un circulo sobre la esfera (figura 15), Milnor demos-
trd que esta proyeccion 6ptima es la proyeccion acimu-
tal equidistante. Si el tamafio de esta region se expresa
por el dngulo a (mediante radianes) tal como aparece
en la figura 15, la distorsion se define por el siguiente
calculo:

0 = log a

sen a

Figura 15. Una region de la esfera acotada por un circulo. Imagen: Christiane
Rousseau.

¢Como se define esta proyeccion? Supongamos que
el plano es tangente al Polo Sur. Esta proyeccion envia el
meridiano de longitud A a la semirrecta que forma un an-
gulo A con el semieje positivo horizontal. Consideremos
un punto P de longitud A y latitud ¢p, y supongamos que (r,
0) son las coordenadas polares de su proyeccion P.Por lo
tanto, 6 = A. La proyeccién también conserva las distan-
cias a lo largo del meridiano (figura16).

Puesto que el angulo que va del centro de laesferaaP es
7/2+(p, entonces 11/2+@ es también la longitud del arco
que vade S aP(sinolvidar que ¢ es negativo en el hemis-
ferio sur). Por lo tanto, se obtiene que r = 11/2+¢. De aqui

1.1 EL POSICIONAMIENTO SOBRE LA TIERRA

|

Figura 16. La construccién de la proyeccion acimutal equidistante: se desenro-
lla el arco a lo largo del meridiano a la vez que se conserva su longitud. Imagen:
Christiane Rousseau.

se sigue que laimagen de P es el punto P’ con las siguien-
tes coordenadas: ¢ @

(X’,y’):(((P+ %) cos A, ((p+%) senk)
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Este capitulo considera la evolucidn de la superficie del
planeta Tierra, con el movimiento de los continentes y el
cambio de su topografia. Estos cambios se manifiestan
en terremotos y erupciones volcanicas, a cuyo estudio y
descripcion matematica se dedica este trabajo.

En el texto se describe el interior de nuestro planeta y
se muestran distintos modelos que explican matemati-
camente los fendmenos que en él se producen. También
muestra algunas caracteristicas principales de la Tierra
como planetay presenta algunas curiosidades.

Comienza con la consideracion de la Tierra como un me-
dio elastico, donde se propagan las ondas sismicas, pe-
quefias deformaciones debidas al efecto de una fuerza o
tension en algun punto. El analisis de las ondas sismicas
permitié comprender la dinamica de las capas mas ex-
ternas del planeta, fenomeno conocido como tectdnica
de placas y también la deriva de los continentes. En el
capitulo se presentan las ecuaciones de la elasticidad,
que describen los movimientos sismicos, formuladas por
el fisico e ingeniero francés Claude-Louis Navier. Estas
ecuaciones son un sistema formado por 15 incognitas
(tensiones, desplazamientos y deformaciones), relacio-
nadas mediante 15 ecuaciones en derivadas parciales
con respecto al tiempo y en las tres direcciones espa-
ciales. También se introduce la ecuacion de ondas, que
define los desplazamientos en las tres direcciones espa-
ciales delinterior del planeta alresolver el sistema de las
ecuaciones de elasticidad.

Vulcanélogos y sismologos usan instrumentos de medi-
da para predecir la magnitud de las catastrofes natura-
les y adoptar las decisiones oportunas para minimizar
posibles dafios. El autor muestra, mediante ejemplos,
como las herramientas matematicas se pueden aplicar

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

a la prevencion de desastres naturales y se centra en
dos cuestiones: en la prediccion del fendmeno, al sefialar
la magnitud, el tipo y la localizacion del fendmeno; y en
la determinacion de las consecuencias que tendra. Los
métodos usados en estas cuestiones incluyen técnicas
del analisis matematico y estadistico. En particular, la
estadistica se ha adaptado a este campo cuyas aplica-
ciones en geociencias forman una rama propia. Se usan
diferentes modelos de ecuaciones en derivadas parcia-
les, que se abordan mediante el analisis numérico.

El capitulo, de gran riqueza y profundidad conceptual,
contribuye a mostrar el uso de herramientas matemati-
cas y fisicas para modelar fendmenos geolodgicos, conun
nivel ligeramente superior al que se estudia en bachille-
rato. Los contenidos de este capitulo son especialmen-
te adecuados para la asignatura Ciencias de la Tierra y
medioambientales en el bachillerato de la modalidad de
Ciencias y Tecnolog(a, y contribuyen destacadamente al
desarrollo de las siguientes capacidades:

01. Comprender el funcionamiento de la Tierra y de los sis-
temas terrestres y sus interacciones, como fundamento
para la interpretacion de las repercusiones globales de
algunos hechos aparentemente locales y viceversa.

04. Analizar las causas que dan lugar a riesgos naturales,
conocer los impactos derivados de la explotacion de los
recursos y considerar diversas medidas de prevenciony
correccion.

05. Investigar cientificamente los problemas ambien-
tales, mediante técnicas variadas de tipo fisicoquimico,
biologico, geoldgico y matematico, y reconocer la impor-
tancia de los aspectos historicos, sociologicos, economi-
cosy culturales en los estudios sobre el medio ambiente.






INTRODUCCION

Por nuestro conocimiento de la region de la Tierra que
habitamos, la superficie, podiamos pensar que el plane-
ta esroca solida y que permanece estable a lo largo del
tiempo. Sin embargo, a lo largo de la historia hemos vi-
vido y experimentado fenémenos como las erupciones
volcanicas y temblores que muestran que esto no es as,
que algo sucede debajo del suelo que pisamos.

El estudio de las Ciencias de la Tierra se ha iniciado muy re-
cientemente. Principalmente, durante el pasado siglo XX,
gedlogos vy fisicos han desarrollado teorias cientificas
basandose en la observacion de la naturaleza y en la ex-
perimentacion, concluyendo que esa apariencia sélida y
estable de nuestro planeta no es cierta. Hasta entonces
se crela que estaba formado por distintas capas solidas
y huecas, como podemos leer en Viaje al centro de la Tie-
rra, del novelista francés Jules Verne (1828-1905).

Ahora sabemos que el interior del planeta no es simple-
mente roca sdliday no permanece estable. La superficie
del planeta también evoluciona con el movimiento de
sus continentes, cambiando su topografia. Estos cam-
bios se manifiestan por fendmenos puntuales como los
terremotos y las erupciones volcanicas, pero son debi-
dos a la propia estructura del planeta.

En este capitulo describiremos como es el interior de
nuestro planeta y como las matematicas nos permiten
explicar fendmenos que en él se producen.

IDEAS BASICAS

LaTierra es el planeta mas denso del Sistema Solar. Tam-
bién es el planeta terrestre (rocoso) mas grande. Las ca-
racteristicas principales pueden consultarse en la tabla1.
Tiene formade ,es decir, de esfera ligeramente
achatada en los polos, por lo que el diametro de la Tierra
en el ecuador es mayor (43 km mas) que en los polos.

Este achatamiento (figura 1) produce situaciones cu-
riosas, como que los picos de las montafias mas altas

Tabla 1. Caracteristicas
Masa 5.9736 x10% kg
Volumen 1,0832 x102km3
Densidad 5515 g/cm3
] 510.072.000 km?
Area de superficie 148.940.000 km? tierra (292 %),
361132.000 km? agua (70,8 %)
. . 6378.1km, Polar 6356.8 km,
Radio Ecuatorial Medio 6371.0 km

no sean los puntos mas alejados del centro de la Tierra:
efectivamente, las cimas de las montafias mas cerca-
nas al ecuador son los puntos de la superficie terrestre
mas distantes del centro de la Tierra aunque no sean las
cimas mas elevadas sobre el nivel del mar. Es el caso
del volcan Chimborazo (Ecuador), a 6.310 m sobre el ni-
vel del mar, pero solamente a una longitud de 1° y 29" al
sur del ecuador.

Ademas, hay una desviacion con respecto el esferoide
ideal por las protuberancias de la superficie, que no es

Figura1: La Tierra “ligeramente” achatada. Autor: luis.labenderar.
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lisa. El mayor saliente es el Everest, que mide 8.848 m
sobre el nivel del mar y, por tanto, provoca una desvia-
cién menor que la exigida a una bola de billar (0,22%).

desviacién mdxima _ 8,848

desviacion = — < =
radio medio Tierra 6371

=0,0014=0,14%

ELINTERIOR DEL PLANETA

Introduciéndonos en las profundidades de la Tierra, se
observa que estd formada por diferentes capas, cada
una de ellas con sus propias caracteristicas constituti-
vas. Vamos a diferenciarlas principalmente por la den-
sidad, pero también por el estado (fluido o sélido) y por
la temperatura.

Los cientificos consideran la Tierra un sélido deforma-
ble; es decir, un sélido que -como un bloque de cemen-
to-, sufre variaciones por efectos de fuerzas o pesos
muy grandes. Estas variaciones son pequefias pero per-
ceptiblesy pueden producir fracturas llegado el caso de
actuacion de tensiones muy grandes.

Se han definido las partes del interior del planeta, que se
considera un medio elastico, estudiando la propagacion
de las .Las ondas sismicas son pequefias
deformaciones que se propagan por el planeta debido al
efecto de una fuerza o tension en algiin punto del mismo.
La propagacion de ondas sismicas que nos interesa cono-
cer marca la dinamica cuando las variaciones son peque-
fias, dentro del orden de magnitud de la Tierra.

La utilizacion de las ondas sismicas para el conocimien-
to del interior del planeta no tuvo lugar hasta el siglo
XX, momento en que matematicos, fisicos y sismdlogos
consideraron este metodo. Entre los protagonistas de
este desarrollo cientifico se encuentran: Andrija Mo-
horovicic, sismologo croata (1857-1936); Inge Lehmann,
sismdloga danesa (1888-1993); Beno Gutenberg, sismd-
logo alemadn (1889-1960); Harold Jeffreys, matematico
geofisico inglés (1891-1989); Charles Richter, fisico-sis-
mologo estadounidense (1900-1985); Keith Bullen, ma-
tematico y geofisico neozelandés (1906-1976).

Sin embargo, las matematicas que sustentan el modelo,
dando expresiones analiticas a los fenémenos fisicos,
se desarrollaron unos cientos de afios antes, en los si-
glos XVIII-XIX. Esta época se conoce como el Siglo de
las Luces por el gran avance de la ciencia en el mundo
occidental y las numerosas aplicaciones que surgieron
y fomentaron el desarrollo industrial y el avance de la
sociedad.

Andrija Mohorovi-
cic (Volosko, 1857-
1936), meteoro-
logo y sismologo
croata, fue uno de
los primeros cien-
tificos en deducir,
basandose en las
ondas sismicas, la
discontinuidad de
superficie y velo-
cidad que separala
corteza terrestre del manto. A partir de los
datos recogidos, estimd que el espesor de
la capa superior (corteza) es de aproxima-
damente 54 kildmetros. Actual mente, se
sabe que la corteza alcanza los 5-9 kildme-
tros de grosor bajo la superficie del fondo
ocednico, mientras que bajo la superficie
continental el espesor se encuentra entre
los 25 y los 60 kilémetros. La superficie
que separa la corteza del manto se denomi-
na discontinuidad de Mohorovicic o Moho.

LAS ECUACIONES DE LA ELASTICIDAD

Elconjunto de las se cono-
ce como formulacién de Navier (1785-1836), ingeniero y
fisico francés alumno del matematico francés Fourier
(1768-1830). El sistema esta formado por 15 incognitas



(tensiones, desplazamientos y deformaciones) con 15
ecuaciones en derivadas parciales, derivadas con res-
pecto al tiempo v las tres direcciones espaciales. Tres
son ecuaciones de conservacion del movimiento; seis
relacionan los desplazamientos con las deformaciones
conocidas como Saint-Venant, por el ingeniero y mate-
matico francés Adhémar Jean Claude Barré de Saint-
Venant (1797-1886); finalmente, seis ecuaciones identi-
fican el material y son conocidas como de Lamé, por el
matematico francés Gabriel Lamé (1795-1870) y Hooke,
en honor al cientifico experimental inglés Robert Hooke
(1635-1702).

Para determinar estas ecuaciones se necesité unsigloy
medio de desarrollo cientifico, desde los iniciales expe-
rimentos de Hooke en los que observo que los sélidos
se podian comportar como muelles, hasta la definicion
de los coeficientes de Lamé que identificaban el mate-
rial elastico, lineal, isdtropo y homogéneo en 1850. Para
obtener la formulacion de Navier se preciso de la de-
terminacion de las leyes fundamentales de la fisica por
Newton (Woolsthorpe, Inglaterra, 1642-1727), donde el
propio Hooke jugo un papel protagonista, y el desarro-
llo del calculo diferencial e integral donde matematicos
como Leibninz, Euler, Fourier, Cauchy y Gauss, fueron
actores principales.

LA ECUACION DE ONDAS

Las ondas sismicas definen desplazamientos en las tres
direcciones espaciales u del interior del planeta al resol-
ver el sistema de las ecuaciones de elasticidad. Las ondas
sismicas que nos interesan para conocer el interior del
planeta son las ondas internas o de cuerpo. Estas ondas
pueden ser de dos tipos: primarias (onda P) o secundarias
(onda S), segtin los efectos que producen. Las primarias,
denotadas por v, actlian contrayendo y expandiendo el
medio. Las secundarias, con componentes en las tres di-
recciones espaciales, y = (1 ,,,p,), producen tras-
lados. En consecuencia, los desplazamientos se escriben
de la siguiente manera:

u=Vep+Vxy

1.2 TIERRA, EL PLANETA “SOLIDO”

donde V es el gradiente, es decir, las derivadas en las dis-
tintas direcciones espaciales, y Vx denota el irrotacional,
es decir, el gradiente aplicado al producto vectorial. Estas
expresiones generan la solucion u que define las deforma-
ciones del sistema de ecuaciones de elasticidad.

Se pueden simplificar las hipotesis de manera que la
funcién @ que identifican las ondas primarias, satisface
la siguiente ecuacion:

Pe
0%t

2 ach
0% x

=0

donde a cambia dependiendo del medio. Esta ecuacion
Se Conoce COmMo

Esta ecuacion diferencial es el modelo mas sencillo del
problema de la cuerda vibrante, fendmeno que sucede
en algunos instrumentos musicales ~como las cuerdas
de la guitarra-, pero que también se extiende a otros fe-
nomenos como la transmision del sonido, de la luz, las
ondas en la superficie del agua, etcétera. Este proble-
ma fue considerado por grandes matematicos del siglo
XVIII como el francés Jean le Rond DAlembert (1717-
1783), el suizo Leonhard Euler (1707-1783), el flamenco
Daniel Bernoulli (1700-1782) y el francés Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813).

La solucion de la ecuacion de ondas en larectareal es co-
nocida como ,que se expresade la
siguiente manera:

Dada una onda ¢ que inicialmente tiene una posicion y
una velocidad definidas por unas funciones fy g, respec-
tivamente. Es decir,

P0=f y 77— 0=g)
entonces, ( )
cp(x,t):f(x+at)+f(x_at) , fg(s)ds

2 20,
(x-at)
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El lector puede comprobar que esta férmula verifica la
ecuacion de ondas y las condiciones iniciales.

Produciendo inicialmente ciertas vibraciones especiales
(asociadas a una forma de onda determinada por la cons-
tante k dependiente del medio), la solucién de la ecuacion
de ondas se escribe como combinacién de funciones trigo-
nomeétricas:

@ (X, t) = A cos (axt + kx) + B cos (axt - Kx)

Analogamente, una formula similar se obtiene para las on-
das secundarias pero con parametros By A = (A, A, A,),
distintos engeneral de los a y K. En particular,

Vi

donde K es la incompresibilidad, p es la rigidez y p es la
densidad del medio. Estas caracteristicas son las que
nos permiten diferenciarlas unas de otras y medirlas a lo
largo de su viaje en el interior del planeta. Durante este
trayecto se encuentran con un interior no tan homogéneo
como parece, ya que a ciertas distancias de la superficie
se producen cambios bruscos de estos valores que de-
terminan las ondas Py S. Este fendmeno se conoce como
refraccion. Para explicarlo, vamos a considerar el fend-
meno analogo que se produce con la luz, la cual también
se comporta como una onda.

p

EJERCICIO

Llenaunvaso transparente con agua e introduce en
élunpalorecto. Almirar de frente el vaso, observa-
mos que el palo parece doblado en lainterfaz entre
el aire y el agua. Sillenas otros vasos con distintos
tipos de liquidos, puedes ver que el angulo forma-
do cambia, dependiendo de las caracteristicas del
liquido. Si mides los distintos angulos podras, de
forma adicional, identificar las propiedades del li-
quido.

LAS DISCONTINUIDADES DE LA TIERRA

Con este método identificamos distintas interfaces se-
gun la profundidad al centro de la Tierra. Las discontinui-
dades conocidas son:

* Una primera, muy cercana a la superficie, que recibe
el nombre de discontinuidad de Mohorovicic y que
se identifico por primera vez en1909.

* A unos 230 km de profundidad se encuentra la dis-
continuidad de Lehmann, identificada por la sismo-
loga del mismo nombre en la década de 1950.

* A 800 km de profundidad se encuentra la disconti-
nuidad de Repetti.

* A 2.900 km de profundidad se sitta la discontinui-
dad de Gutenberg, descubierta por élen1914.

* A5.100 km de profundidad, se ubica la discontinuidad
de Bullen, también conocida como discontinuidad de
Wiechert-Lehmann, descubierta por ella en1936.

Micleo externa’,

MNicled interna

Figura 2: Capas de la Tierra. Autor: Jeremy Kemp. Fuente: http;//commons.wikimedia.
org/wiki/File:Earth-crust-cutaway-spanish.svg.

En la zona de 0-800 km de profundidad, las ondas Py S son
muy cambiantes, fruto de la heterogeneidad de esta re-
gion. La primera interfaz, la discontinuidad de Mohorovicic,



separa la parte mas externa del planeta “s¢lido”, que se
conoce como corteza. La profundidad de esta capa es
muy desigual, dependiendo de si estamos bajo los océa-
nos, corteza ocednica de unos 10 km de profundidady for-
mada principalmente por basaltos, o de si estamos bajo
los continentes, corteza continental de hasta 70 km de
profundidad y formada principalmente por silicatos.

Por debajo de la corteza estd el manto. La capa entre la
discontinuidad de Mohorovicic y de Repetti se conoce
como manto superior. Esta region juega un papel muy
destacado en el movimiento de la corteza, mas conoci-
do como tectonica de placas, que veremos mas adelan-
te. Laregién de 800-2.900 km de profundidad se cono-
ce como manto inferior. Elmanto en su parte superior se
comporta como un sdlido, es decir, es un cuerpo rocoso.
Pero, segtin va aumentando la profundidad y aumentan-
do latemperatura, el manto se hace mas plasticoy tiene
algiin comportamiento mas cercano a los fluidos, aun-
que sigue siendo un sdélido.

Por debajo del manto, tras la discontinuidad de Guten-
berg, se encuentra el nucleo, el cual se divide por la dis-
continuidad de Wiechert-Lehmann en una parte externa
y liquida, nucleo externo, y otra internay solida, el ntcleo
interno. Larigidez del nicleo fue confirmada en1971.

LA TECTONICA DE PLACAS
Y LOS MODELOS DE CONVECCION

EJERCICIO

Elanalisis de las ondas sismicas permitid, entre otras
cosas, comprender la dindmica de las capas mas ex-
ternas del planeta (litosfera), explicada mediante la
teoria de la tectonica de placas. Dicha teor{a explica
los desplazamientos de dichas placas sobre el manto
terrestre como consecuencia de la diferencia entre la
alta temperatura interior del planeta y la baja tempe-
ratura de la atmosfera. Es algo parecido a lo que su-
cede con una sopa grasienta o con la leche. Sillevas a
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ebullicion y dejas en reposo durante un cierto tiempo
estos liquidos, puedes observar que, en su superficie,
se forman una serie de capas, como la nata sobre la
leche. Al calentar de nuevo los liquidos, verds que las
capas formadas empiezan a moverse ligeramente,
empujando unas a otras. En el planeta este fenémeno
hasido estudiadoy explicado por la teor(a de la tecto-
nica de placas, inicialmente conocida como la deriva
de los continentes.

La teor(a de la deriva continental fue propuesta por el
meteorologo aleman Alfred Wegener (1880-1936) en los
afios veinte del siglo pasado. Wegener observo que la
costa este del continente americanoy la costa oeste de
Europa y Africa encajaban como si fueran piezas de un
puzle y que lo mismo suced{a con formaciones geologi-
cas a ambos lados del Océano Atlantico, por lo que su-
puso que previamente habian estado unidas y se habian
desplazado, dando lugar a la configuracidn actual de los
continentes. Sin embargo, Wegener no pudo explicar a
queé era debido este desplazamiento y los principales
gedlogos del momento, encabezados por Jeffreys, le
acusaron de presentar solo las observaciones que con-
firmaban sus conjeturas y no otras muchas mas que no
coincidian con sus hipdtesis. Esto provoco que la teoria
de la deriva de los continentes quedara aparcada hasta
los afios sesenta, cuando estudios de la edad del suelo
oceanico en el Atlantico mostraron que progresaba por
igual al este o al oeste de la dorsal oceanica atlantica
y que esta edad era mayor cuanto mas alejados nos en-
contraramos de la dorsal ocednica atlantica.

Para comprender la deriva de los continentes es pre-
ciso un mayor analisis de la region externa del planeta.
El analisis de las ondas sismicas y, en particular, de su
velocidad, permitio observar que debajo de la corteza
existe una capa de gran dureza situada a una profun-
didad de 100-200 km, que usualmente no se deforma.
Cada pieza de litosfera con su corteza se conoce como
placa tectdnica. Por debajo de las placas, en el manto
superior, existe una region deformable (mas plastica)
sobre la que “flotan” las placas (véase la interpretacion
de la figura 3).
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Figura 3: Corteza y manto superior. Fuente: USGS.

Existe casiuna veintena de placas mayores, cuyos limites
pueden apreciarse por los focos de los epicentros de los
terremotos, aunque existe un numero mucho mayor de
placas menores que permiten explicar fenomenos sismi-
cos mas localizados.

Actualmente somos capaces de conocer a qué velocidad
se desplazan las placas tectonicas gracias a la precision
de los sistemas GPS, que han sido comentados en el capt-
tulo1.1.Las placas se mueven normalmente con una velo-
cidad de hasta 2,5 centimetros/afio. La direccion de estos
movimientos marca los diferentes tipos de limites de las
placas. Estos pueden ser:

* Divergentes, cuando las placas se alejan unas de otras.

* Convergentes, cuando una placa choca contra otra. Aqui
se puede producir subduccion cuando una placa ocea-
nica se hunde bajo la continental o cinturdn orogénico
cuando las dos placas se comprimen.

* Transformantes, cuando una placa se desliza contra otra.

Como ya hemos dicho, el movimiento de las placas se
debe a la diferencia de temperatura que existe entre la
region inferior de la litosfera (100° C) y la region inferior
de la astenosfera (900° C). Esto genera una serie de mo-
vimientos de las rocas en estado plastico de la astenos-
fera conocidos como ,
definido por el fisico francés Henroi Bernard (1874-1939),
que consistenen lacirculacion de las zonas calientes alas
frias (figura 4).

Elsistema paraanalizar estos problemas en la astenosfe-
raesmuy complejo. Pero, suponiendo unaserie de hipdte-
sis -como que se comporta como un fluido incompresible
y que eliminamos algunos de los términos no lineales-, se
obtiene un sistema de ecuaciones formalizado por el ma-
tematico francés Joseph Boussinesq (842-1929):

V-u=0

Vp=Au+(0,0,RT)

T 4 VT = AT
or

donde u es el campo de velocidades, T es la temperatura,
p eslapresionyR es la constante de Rayleigh.

uft t &t e

0000

CALOE

Figura 4. Conveccién de Rayleigh-Bernard. Autor: Eyrian. Fuente: http;//com-
mons.wikimedia.org/wiki/File:ConvectionCells.svg.

El sistema de ecuaciones de Boussinesq refleja dos cla-
ses de movimientos cuya combinacidn permite explicar
la tectdnica de placas. Las corrientes de conveccién son
las que originan el movimiento de las placas tectdnicas
y las direcciones de las corrientes son marcadas por las
plumas de conveccién. Las plumas de conveccion son
columnas ascendentes de fluido a una velocidad mayor y
de alta temperatura que ascienden hasta que se nivela su



temperaturay se detienen, dando lugar a una forma de un
hongo.

Este fenomeno es similar al que observamos en una ca-
zuela hirviendo con las burbujas que vemos crecer y se
rompen. Las plumas de conveccion se visualizan en la su-
perficie terrestre en algunas zonas de la corteza marina,
creando zonas de islas volcanicas, como las islas Hawai o
Canarias (figura 5).

Figura 5. Paisaje volcdnico, Timanfaya. Autor: R. Orive.

DESASTRES NATURALES

Hay muchos fenémenos que nos permiten observar, de
manera indirecta, los movimientos del interior del plane-
ta, como:

* Las erupciones volcdnicas, producidas por la ascension
de magmas a la corteza terrestre desde la astenosfera
(figuras).

* Los terremotos son sacudidas de la corteza terrestre
producidas por la liberacién de energia acumulada en
forma de ondas sismicas. Normalmente se producen
por rupturas en las fallas, es decir, en los bordes de las
placas tectdnicas.

* Los maremotos o tsunamis son olas de enorme energia
y tamafio que se producen cuando algun fendmeno ex-
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traordinario, normalmente terremotos, desplaza ver-
ticalmente una gran masa de agua.

Estos fendmenos naturales tienen devastadores efec-
tos sobre la naturaleza del planeta y nuestra vida. Po-
demos recordar algunos de los que se produjeron en
los dltimos afios:

*La erupcion del volcan Eyjafjallajokull en Islandia. Se
inicioé a finales de 2009 pero su continua actividad pro-
dujo una enorme nube de gases que provoco el cierre
del espacio aéreo europeo durante dias en 2010.

* La erupcidn del volcan Puyehue en Chile durante 2011.
Su nube de gases y cenizas alcanzo una extension de
3.000 km e hizo necesaria la evacuacion de los habi-
tantes de los alrededores.

* Elterremoto de ’Aquila en ltalia de abril de 2009. Cau-
s6 308 victimas mortales, miles de heridos vy la eva-
cuacion de casi toda la ciudad.

* El terremoto de Haiti de enero de 2010. Su epicentro
se situd en la capital del pals, Puerto Principe, y provo-
€6 mas de 200.000 pérdidas humanas.

* El terremoto de Lorca en Murcia de mayo de 2011, con
nueve victimas y parte de la ciudad devastada.

* Elmaremoto del 26 de diciembre de 2004, producido tras
unterremoto de 9.1enlaescalaRichtercercadelaislade
Sumatray que ocasiond alrededor de 280.000 fallecidos.

* Eltsunamide Japdndel11demarzo de 2011, acontecido tras
un terremoto de magnitud 9.0 en la escala Richter. Afectd
entodo el Pacificoy causé cerca de 20.000 victimas en Ja-
pon, ademas de dafios en la central nuclear de Fukushima,
que abrieron una crisis nuclear a escala mundial.

Las matematicas se aplican al estudio de la prevencion
de estos desastres en dos cuestiones fundamentales:
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en la prediccidn del fendmeno y, en particular, cuando la
catastrofe es inminente, sefialar la magnitud, el tipo y
la localizacion del fenomeno; y en la determinacion de las
consecuencias que tendran.

PREDICCION

Generalmente suele haber sefiales externas que anuncian
la inminencia de una erupcién o de un terremoto, como un
aumento de emisiones de gases, movimientos sismicos,
erupciones magmaticas y deformaciones de la superficie.
Los vulcandlogos vy los sismologos usan una serie de ins-
trumentos para tomar medidas que permitan predecir la
magnitud de la catastrofe y asiadoptar las decisiones ade-
cuadas para minimizar posibles dafios, como por ejemplo:

* Sismografos, que detectan la intensidad de los movi-
mientos sismicos.

* Instrumentos para medir la electricidad porque el mag-
ma genera corrientes eléctricas.

* Gravimetros, que miden las variaciones del campo gra-
vitacional de la Tierra.

* Termometros especiales para medir las variaciones de
temperaturas.

* Satélites que analizan la composicidn de los gases de la
atmosfera.

* Elsistema GPS, que nos permite conocer los cambios de
posicion como desplazamientos y cambios en la eleva-
cion del suelo.

Una parte importante de las tareas es la monitorizacion
de todos estos parametros, que requiere técnicas mate-
maticas no muy sofisticadas como tomar medidas, pre-
sentar un desarrollo temporal de las muestras, extrapo-
lar espacialmente los datos obtenidos en una serie de

puntos y representar graficamente los resultados. Los
métodos usados en estos temas incluyen herramientas
del analisis matematico y estadistico. En particular, la
estadistica se ha adaptado a este campo, creandose
unarama propia en geociencias.

Por otro lado, para estudiar los movimientos s{smicos,
deformaciones de la naturaleza, anomalias de la grave-
dad, etcétera, se usan las . En todos
estos estudios es preciso ordenar los datos que se reci-
ben para que la informacion sea relevante. Este analisis
se puede hacer en el dominio temporal o en el de las fre-
cuencias, esto ultimo se conoce como analisis espectral.
La idea es que cualquier funcion periodica f(t) puede
identificarse a través de una familia de funciones orto-
gonales de la misma manera que podemos identificar
una posicion conociendo sus coordenadas. Esta identi-
ficacién se conoce como

S@) = % +3[a, cos(w 1) +b_sen (w 1]

n=1

donde los coeficientes se definen por

a :% f;f(t) cos (o, 1) dt

_2 .
b = . fof(t) sen (w t)dt

y o =n /T son las frecuencias. Asi, cada frecuencia lleva
acompafiada una informacion, sus coeficientes, y para el
estudio de nuestros fenémenos nos interesa la informa-
cién que viene enun nimero de frecuencias determinadas.

Elorigen de esta relacion de f(t) con S(t) esta en el estudio
de la transferencia de calor en conductores llevado a cabo
por el matematico francés Joseph Fourier a principios del si-
gloXIX.Es uninstrumento muy util, pero sinembargo falla al
representar funciones no periodicas. As{, durante el pasado
siglo XX, se han desarrollado otras herramientas matemati-
cas como las ondiculas o wavelets que persiguen la misma
idea; es decir, descomponer la informacidn de una funcién
conrespecto auna familia ortogonal de funciones.

Predecir estos fendmenos es muy complejo. Primero, a par-
tir de datos incompletos recogidos experimentalmente,



tenemos que reconstruir lo que esta sucediendo en el
medio. Ademas, por otro lado, para estudiar las defor-
maciones del terreno se usan modelos muy simplifica-
dos que no representan la realidad de manera tan preci-
sa como se querria. Se supone que el medio es elastico,
isotropo y homogeéneo, lo que no se corresponde muy
bien con la realidad porque, desde el punto de vista de
la mecanica de medios continuos, por ejemplo, los vol-
canes son heterogéneos y presentan estratificaciones
que afectan a la propagacion del magma y, por lo tanto,
a las deformaciones que ocasiona esto en la superficie.
Y una vez elaborados los modelos, se realizan simula-
ciones para conocer posibles evoluciones de la estruc-
tura de los medios continuos, para lo que utilizamos los
llamados elementos finitos, de los que mas adelante
hablaremos.

Por lo tanto, para anticipar una erupcion o un terremoto,
se han sefialado una serie de fendomenos precursores
que ocurren antes de ellos y sirven de sefial de alerta.
Pero no es una relacion univoca, es decir, pueden suce-
der los fenomenos precursores y no desencadenarse la
catastrofe, aunque si existe la posibilidad de que ocurra.
Por el contrario, también sucede que, sin mostrarse nin-
gun precursor, se produzca un desastre natural. As{, tan-
to en vulcanologia como en sismologia es fundamental
el analisis de las catastrofes naturales que se suceden,
dado que nos permite tener mayor informacién sobre
lo que nos vamos a encontrar en el futuro. El desarrollo
tecnologico actual nos permite obtener una mayor in-
formacion de los fendmenos que actualmente suceden
y que antes no conoc{amos.

Cuando hablamos de posibilidad de que ocurra un feno-
meno en matematicas nos adentramos en la teoria de la
probabilidad, que determina cuantitativamente la posi-
bilidad de que un suceso se produzca. La probabilidad
se empieza a cimentar en el siglo XVI, pero es con los
trabajos del matematico francés Pierre Laplace (1749-
1827) y elinglés Thomas Bayes (1702-1761) cuando se es-
tablece labase de estarama de las matematicas.

La determina que la probabilidad de un
suceso imposible es 0 y la probabilidad de un suceso se-
guro es 1. En definitiva, la probabilidad de un suceso A en
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el caso en que todos los sucesos sean igual de probables,
es igual al nimero de casos favorables a A dividido por el
numero total de resultados posibles. Unido a la definicion
de probabilidad condicionada P(A / B) PB)=PB/A):
P(A), obtenemos la

P(B/Aj) - P(A)
P(B/A1) - P(A1) + ...+ P(B/Au) - P(An)

P(Aj/B) =

Esta formula es muy util para predecir un terremoto. Si
consideramos que A,..., A. son las anomalias o precurso-
res de los fendmenos a estudiar, P(B / Aj) determina lapro-
babilidad de que ocurraun fendmeno habiendo sucedido la
anomalia A;y P(A;/B) determina la probabilidad de que se
observe una anomal(a al producirse un fenomeno.

As{, por otros efectos precursores podemos saber que
estamos cerca de que se produzca una erupcion volcanica
o un terremoto. Naturalmente, las anomalias son muy di-
ferentes a la hora de distinguir erupciones o terremotos
aunque, ademas, seria util distinguir entre ambos, ya que
no es igual una erupcion volcanica que un terremoto. Las
erupciones volcanicas si se pueden predecir con mayor
seguridad -son fendmenos mas progresivos-; sin embar-
g0, los terremotos ocurren de manera mas abrupta, por
tanto es dificil saber cuando va a ocurrir un terremoto y
qué magnitud va a tener. Ademas, dentro de las propias
erupciones o terremotos, hay que diferenciar dentro de
las propias caracteristicas geoldgicas de las diferentes
regiones de la Tierra.

Por ejemplo, en 2012 tuvo lugar una erupcién volcani-
ca en laisla de Hierro y, a lo largo del proceso, se pudo
recibir una informacion detallada del fendmeno. Sin
embargo, en el terremoto de LAquila, los cientificos
italianos anunciaron horas previas a la catastrofe que
existian muy pocas posibilidades de que ocurriera. El
mundo cientifico ha vivido con perplejidad cémo la jus-
ticia italiana ha dictado penas contra dichos cientificos
por el fracaso de su dictamen. Es sorprendente compro-
bar como en algunos casos la sociedad utiliza la ciencia
para dictaminar hechos como irrefutables cuando siem-
pre la ciencia ha avanzado a partir del reconocimiento
de nuestra propia ignorancia.
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ESTUDIANDO LAS CONSECUENCIAS

Laerupcidn de un volcan puede producir rios de lava, pero
también nubes de ceniza y gases que pueden provocar
dafios muy graves. Una nube de cenizas volcanicas puede
ser transportada a regiones muy lejanas vy, por lo tanto,
es esencial disponer de buenos modelos de las corrien-
tes. Las matematicas que nos permiten conocer cémo
se va a comportar una nube de cenizas o de gases son las
que rigen los movimientos de los fluidos, en concreto, la
ecuacion de Navier-Stokes. Estas matematicas son las
mismas que se emplean en los modelos meteorologicos
y que se detallan en los capitulos 1.3y 3.1.

El avance que se ha producido en la previsién meteoro-
|6gica es enorme y se ha basado en tres puntos. Primero,
una mayor cantidad de datos reales de presiones, hume-
dad, velocidad de los vientos en distintos niveles de la
atmdsfera obtenidos principalmente via satélite pero
también conradares y a través de las clasicas estaciones
meteoroldgicas. En segundo lugar, un mayor conocimien-
to matematico de los diferentes modelos de ecuaciones
enderivadas parciales que involucran a estos fendmenos.
Sin embargpo, estas ecuaciones en general no se pueden
obtener explicitamente. Para ello se ha desarrollado otra
area de las matematicas que permite calcular soluciones
muy cercanas a las férmulas obtenidas en nuestros mo-
delos. Esto se conoce como el andlisis numérico. Ademas,
sumado al enorme avance computacional que se ha desa-
rrollado en las Ultimas décadas, esto nos permite realizar
una gigantesca cantidad de calculos en muy poco tiempo
que nos dan predicciones cada vez mejores de los feno-
menos naturales.

Ahora hablaremos del método numérico mas utilizado
para la aproximacion de soluciones de ecuaciones en de-
rivadas parciales que modelan el comportamiento de una
region Q, los elementos finitos (FEM), desarrollado a par-
tir de la década de los cincuenta del pasado siglo. La idea
del método es descomponer la region Q en una particion
(mallado), como se muestra enlafigura 6, para trabajar con
unas funciones especificas, los elementos finitos. Estos
consisten en utilizar una familia de funciones positivas ¢,
que no son ortogonales pero que son cero excepto en una

pequeiia region del mallado. Una forma de definir cadauna
de estas ;es quevale 1 enelvértice x;, decrece hastaOen
los lados opuestos al vértice y se extiende por 0 en el resto.
Asi, la forma de la funcién es como si fuera una piramide.
Como consecuencia de trabajar con este tipo de funciones,
el sistema de ecuaciones en derivadas parciales que mo-
dela nuestro fendmeno se transforma en un nimero finito
de ecuaciones diferenciales ordinarias o simplemente en
un conjunto de ecuaciones algebraicas, las cuales nos per-
miten expresiones explicitas de las soluciones.

= | il

Figura 6. Ejemplo de un mallado para el estudio del movimiento de una nube de
cenizas. Autor: M. Cea.

Una posible consecuencia de un terremoto bajo el océa-
no son los tsunamis, aunque estos también pueden pro-
ducirse por la caida de un meteorito o por un desprendi-
miento de una montafia sobre un lago. Esto origina una
ola que se mantiene siempre por encima del nivel del
aguay que se propaga a gran velocidad. En particular, el
maremoto del Océano indico de diciembre de 2004 pro-
dujounaolade unos 10 metros sobre el nivel del mar que
viajo a una velocidad de 900 km/h.

Los primeros estudios sobre la propagacion de una ola
solitaria son debidos al ingeniero naval inglés John Scott
Russell (1808-1882), quien mediante experimentos en



canales generaba una ola solitaria que se propagaba a
una velocidadc:

¢’=gh+a),

donde g es la constante de la gravedad, a la amplitud de
laola y h la profundidad del canal. Estos experimentos
provocaron un gran rechazo en el mundo cientifico de su
momento dado que la ola no se dispersaba, es decir, no
iba atenuando su perfil.

A finales del siglo XIX, los matematicos holandeses Die-
derik J. Korteweg (1848-1941) y Gustav de Vries (1866-
1934) propusieron la siguiente ecuacion en derivadas
parciales para el estudio del perfil de la ola que lleva su
nombre:

99 4 (A+Bp) 994 PP -
g T A BT RS

donde A, By u, dependen de las constantes fisicas. En
consecuencia, la ecuacion de KdV incluye la suma del
comportamiento de tres ecuaciones de naturaleza muy
distinta. Una ecuacion dispersiva, la ecuacion de Airy,
matematico inglés (1801-1892):

Otra la ecuacion de Burgers sin viscosidad, fisico holan-
dés (1895-1981):
ou Pu _

—+Bu

ot ox 0

cuya naturaleza no lineal puede generar discontinuida-
des, ondas de choque. Y por ultimo la ecuacion del trans-
porte:

Ouypdu=g
ot 0x

definiendo que el perfil u(x, t) es el perfil inicial uy(X) mo-
viéndose a una velocidad A, es decir, u(x,t) = uy(X - At)

Actualmente, el analisis de los modelos asociados a los
tsunamis es bien conocido y se logra diferenciar los com-
portamientos en aguas profundas a cuando nos acerca-
mos a la costa. En consecuencia, se han creado sistemas
de alerta ante la posibilidad de un maremoto en distintas

1.2 TIERRA, EL PLANETA “SOLIDO”

zonas del globo. Sin embargo, la prediccion de ellos sigue
siendo poco precisa, ya que, aun conociendo el epicentro
de un gran terremoto subacuatico y el tiempo que puede
tardar en llegar un maremoto a la costa, no se dispone de
sistemas de medicion que permitan determinar que efec-
tivamente se ha producido la ola gigante. Como resultado
de todo esto, es comuin que se produzcan falsas alarmas.

Figuras 7ay 7b. Sefializacion de evacuacion y zona sequra de tsunami. Fuente 7
a: http://www.flickr.com/photos/twicepix/2003401730/ Fuente 7 b: http;//www.
flickr.com/photos/gotencool/7058871493/ .
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MATERIALES AUXILIARES

PELICULAS

Las catastrofes naturales son un tema recurrente
del cine comercial en los ultimos afios. Aprovechando
los cada vez mas espectaculares efectos especiales, los
guionistas han encontrado en ellas la tematica perfecta
para enfrentar a los protagonistas a un enemigo inmise-
ricordey asi suscitar el entusiasmo de un publico ansioso
de accion. Por desgracia, muchas de las peliculas en las
que la catastrofe es la protagonista principal carecen de
rigor cientifico. Invito alos lectores a buscar errores cien-



tificos en las peliculas de la tematica que caigan en sus
manos. Algunos largometrajes del género son:

El ndcleo (Jon Amiel, 2003). Por razones desconocidas,
el corazon del planeta Tierra ha detenido su movimiento
giratorio, lo que causard en pocos meses un tremendo
desastre natural, eliminando la vida tal y como la conoce-
mos. Para evitar esta catastrofe, un grupo de cientificos
vigjaalcentrode la Tierra e intenta hacer girar suntcleo a
base de explosiones.

Un pueblo llamado Dante’s Peak (Roger Donaldson, 1996).
En esta pelicula se muestra cdmo nadie hace caso al vulca-
nologo hasta que el desastre se avecina. Asi sucede con el
vulcanélogo Harry Dalton (Pierce Brosnan), que detecta
una extrafia actividad sismica y avisa de una posible erup-
ciénenlas cercanias de Dante's Peak, un tranquilo puebleci-
to del Noroeste coronado por un inmenso volcan apagado.

Volcano (Mick Jackson, 1997). Un volcéan aparece en me-
dio de Los Angeles, amenazando con un desastre de ini-
maginables consecuencias.

San Francisco (Woody Van Dyke, 1936). En esta pelicula
protagonizada por Clark Gable serelata la historia del te-
rremoto que sacudid la ciudad de San Francisco en1906.
Obtuvo cuatro nominaciones a los Oscar, incluyendo me-
jor pelicula'y mejor actor (Spencer Tracy).

Terremoto (Mark Robson, 1974). En esta pelicula, de
nuevo, un joven sismologo predice un terremoto de gran
intensidad, pero no le toman en serio hasta que la catas-
trofe se vuelva inminente. El alcalde no se atrevid a dar
la orden de evacuacidn por temor a que el panico se apo-
derara de la poblacidn, limitandose simplemente a tomar
medidas preventivas.
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2012 (Roland Emmerich, 2009). En esta pelicula se refle-
ja el fin del mundo supuestamente pronosticado por los
mayas con volcanes, terremotos, maremotos, etcétera.

La aventura de Poseiddn (Ronald Neame, 1972). Un gran
tsunamiazota el Poseiddn, un lujoso trasatlantico que na-
vega de Estados Unidos a Europa, dentro del cual 1.500
personas celebran la Nochevieja.

Tidal wave (Shiré Moritani, 1973). Un enorme maremoto
hace desaparecer Japon.

Lo imposible (Juan Antonio Bayona, 2012). El maremoto
del 26 de diciembre de 2004 visto por el cine espafiol.

SERIE

La amenaza de Casandra (Ernie Barbarash, 2009). Esta
miniserie de dos capitulos relata la colision de varios me-
teoritos en la Tierra. La catastrofe siembra el panico en-
tre la poblacidny solo un investigador experto en el tema
podrd impedir la inminente destruccion del planeta.

DOCUMENTAL

Supervolcano: The truth about Yellowstone (Fiona Scott,
2005). Documental de la BBC. A continuacion de la peli-
cula Supervolcano, este documental de dos episodios
revela las ultimas investigaciones acerca de la posible
catdstrofe de Yellowstone. Los expertos que monitori-
zan el volcan y aquellos que intentan predecir la proxima
super erupcion hablan de la posibilidad de que suceda la
catastrofe.
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Este capitulo introduce algunos problemas, actuales
e histdricos, de la mecanica de fluidos de manera bien
ejemplificada y documentada. La redaccion, junto con la
precision en los términos y conceptos, estan muy cuida-
das y la eleccion de graficas e imagenes es oportuna y
acertada.

Como introduccidn se presenta al lector la prediccion
del tiempo atmosféricoy los movimientos del mar como
objetivos de la mente humana. La mecanica de fluidos
se presenta como un campo que atafie a tres estados de
la materia (liquido, gas y plasma) y por esta razén, sus
fines, problemas y proyectos son tan variados como las
situaciones en las que interviene un fluido, que pueden
depender de la temperatura, la gravedad o la presencia
de campos magnéticos. Se destacan también aspectos
histdricos y culturales, extraidos de los trabajos y an-
tecedentes historicos de autores como Arquimedes,
Pascal; Bernouilli, Lagrange, Euler (calculo diferencial,
ecuaciones de los fluidos); Navier y Stokes (viscosidad).

El método interrogativo seguido por los autores propor-
ciona interés a la lectura del capitulo con las cuestiones
elegidas. Gotas: spor qué son las gotas esféricas? Olas:
¢quéson las olas? Medios porosos: ;como cambia la dina-
mica de un fluido en un medio poroso? ;como se produce
la aparicion, o en su contrario ausencia, de singularidades
enlaevolucidn de un fluido? Entodas estas cuestiones se
muestray ejemplifica la utilidad de las matematicas para
entender los fendmenos planteados.

El texto se ubica entre el analisis matematico, las simu-
laciones numéricas v la fisica de los medios continuos.
Su lectura se puede seguir desde un cierto nivel de co-
nocimiento matematico, sobre todo en su primera parte.

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con los
Reales Decretos de Ensefianzas Minimas, (1467/2007 de 2 noviembre
para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre

para Educacion Secundaria Obljgatoria).

La comprension de la segunda parte, singularmente la
formulacion analitica de conceptos y de las leyes que se
derivan, supera el nivel de conocimiento de los estudian-
tes de bachillerato; para su comprension seria necesaria
una preparacioén matematica mas completa y especifica
sobre las técnicas y conceptos matematicos en que se
basan los modelos que se presentan.

Por otro lado, los conceptos y procedimientos que se
plantean resultan muy adecuados para la asignatura
Ciencias de la Tierra y Medioambientales. Singular-
mente, el capitulo resulta especialmente oportuno
para introducir y desarrollar algunas de las ideas y
conceptos presentados en el segundo contenido de la
asignatura:

C2.Los sistemas fluidos externos y su dinamica.

-La atmdsfera: estructura y composicion. Actividad
reguladora y protectora. Inversiones térmicas. Re-
cursos energéticos relacionados con la atmosfera.
Contaminacion atmosférica: deteccion, prevenciony
correccion. El agujero de la capa de ozono. Aumento
del efecto invernadero. El cambio climatico global.

- La hidrosfera. Masas de agua. El balance hidrico y el
ciclo del agua. Recursos hidricos: usos, explotacion
e impactos. La contaminacion hidrica: deteccion,
prevencion y correccion de aguas contaminadas.
Determinacidn en muestras de agua de algunos pa-
rametros quimicos y bioldgicos e interpretacion de
los resultados en funcién de su uso.

También lalecturay el trabajo de este capituloresponden
a los objetivos de la asignatura Ciencias para el Mundo
Contemporaneo.






LA MECANICA DE FLUIDOS

La presencia de una atmdsfera rica en oxigeno y de
abundante agua en los océanos es una caracteristica
fundamental para la vida en el planeta Tierra. Predecir
el tiempo atmosférico, comprender la naturaleza de los
vientos, desde los amables céfiros hasta los devasta-
dores tornados y huracanes, y entender la naturaleza
de los movimientos del mar, olas, mareas y corrientes,
han sido desde siempre objetivos que la mente humana,
tanto por razones de supervivencia como por curiosidad
cientifica, se ha dedicado a explorar y conocer.

El resultado de ese empefio es la mecanica de fluidos,
un campo excepcionalmente amplio que atafie a tres es-
tados de la materia (liquido, gas y plasma) cuyos fines,
problemas y proyectos son tan variados como innume-
rables son las situaciones fisicas en las que interviene
un fluido, desarrollando dindmicas que pueden depen-
der de factores tales como la temperatura, la gravedad
o lapresencia de campos magnéticos en el caso particu-
lar de los plasmas.

Figura. Liquido (agua). Fotografia: Antonio Cordoba.

Elestudio de los fluidos se encuentra en la interfaz entre
el analisis matematico, las simulaciones numericas vy la
fisica de los medios continuos, y tiene una larga historia
con momentos estelares como el descubrimiento por

Arquimedes de su famoso principio (“todo cuerpo sumer-
gido en un fluido experimenta un impulso vertical que es
igual al peso del fluido desalojado”), base de la flotacidny
con el que pudo determinar la composicidn de la corona
delrey Heroén de Siracusa. Este descubrimiento le provo-
€0 tanto entusiasmo que salio desnudo por las calles gri-
tando “Eureka” (lo consegui), seglin reza esa leyenda del
legado cientifico del gran periodo alejandrino que forma
ya parte importante de nuestra cultura. Algunos siglos
después, yaenplenobarroco, Blaise Pascal formuld elim-
portante concepto de presion estableciendo una buena
base tedrica para la hidrostatica, con sus consecuencias
practicas en las prensas hidraulicas.

Figura 2. Los primeros estudios de dindmica de fluidos fueron protagonizados
por Arquimedes de Siracusa (287-212 a. C.) y Blaise Pascal (1623-1662). Fuente:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Archimedes_bath.jpg.

Figura 3: Blaise Pascal (1623-1662). Fuente: http;//commons.wikimedia.org/wiki/
File:Pascal-old.png.
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Siguiendo en el tiempo nos encontramos con la contri-
bucién fundamental de los ilustrados, Daniel Bernoulli,
Joseph Lagrange y Leonhard Euler, quienes, haciendo uso
del magnifico instrumento del calculo diferencial, deriva-
ron las ecuaciones fundamentales de os fluidos en movi-
miento. Proeza que fue luego completada con el afiadido
de los términos de por Navier y Stokes, ya en
pleno romanticismo.

Figura 4a. Daniel Bernoulli (1700-1782).
Fuente: ~ http;//commons.wikimedia.org/
wiki/File:Daniel Bernoulli_ 001,jpg.

Figura 4b. Joseph Louis Lagrange (1736-
1813). Fuente: http;//commonswikimedia.
org/wiki/File:Joseph-Louis_Lagrange.
Jpeg.

Figura 4c. Retrato de Leonhard Euler
(1707-1783). Fuente: http;//commons.wiki-
media.org/wiki/Leonhard Euler.

A pesar de la importancia practica de sus problemas y
de los esfuerzos de muchos grandes matematicos du-
rante varios siglos, quedan todavia algunas cuestiones
fundamentales en la mecanica de fluidos que esperan
respuesta.

La hidrodindmica es un campo inmenso de interés para
los matematicos, pero también para los fisicos, los inge-
nieros y los meteorologos. En muchos fenémenos de la
naturaleza se han originado modelos o sistemas de ecua-
ciones que atafien a los fluidos y que, de alguna manera,
se derivan de las leyes fundamentales que veremos a lo
largo del capitulo.

La labor de los matematicos consiste en estudiar estos
modelos, demostrar su consistencia logica (es decir, que
estan bien propuestos), y sacar las consecuencias en for-
ma de teoremas y predicciones del comportamiento de
sus soluciones. He aqui una pequefia muestra de fendme-
nos que se pueden observar a través de la potente lente
de las matematicas.

FRENTES DE AIRE FRIO Y AIRE CALIENTE

De las ecuaciones de Navier-Stokes, a las que dedicare-
mos gran parte del capitulo, se deducen ecuaciones que
sirven para construir modelos de evolucion de los fren-
tes atmosféricos. Son las ecuaciones quasi-geostroficas
(Q.G.) derivadas de las anteriores para el caso de un fluido
en movimiento de rotacion (sobre la superficie de la Tie-
rra), cuando se tienen en cuenta algunas aproximaciones
razonables en latitudes medias al efecto de la rotacion
terrestrey la aceleracion de Coriolis.

En la versidn de superficie (S.Q.G.) se reducen a ecuacio-
nes en dos variables espaciales que son las que sirven
para modelar la evolucion de frentes atmosféricos, pero
que presentan muchas de las dificultades del modelo tri-
dimensional de Navier-Stokes, especialmente el hecho
de que el campo de velocidades venga descrito por unos
operadores de naturaleza no-local (R transformadas de
Riesz), como le ocurre alapresionen (N.S.).

TORBELLINOS

A menudo los fluidos desarrollan estructuras en forma
de torbellinos, también conocidos como vortices, que son
capaces de concentrar una gran cantidad de energia en
una region pequefia del espacio, y que poseen una gran
capacidad destructiva. Estos vortices pueden subsistir
por largos periodos de tiempo y desplazarse en el espa-



cio, como hacen los huracanes y los tornados. Estudiar la
evolucion de estas soluciones de las ecuaciones de los
fluidos y demostrar matematicamente sus propiedades
es una tareamuy interesante.

GOTAS

¢Por qué son las gotas esféricas? Larazdon esta en la ten-
dencia de su superficie a ocupar la minima area posible, y
da lugar a fendmenos muy interesantes de cambio de to-
pologia. Un ejemplo es un chorro de agua querompe enun
conjunto de puntos desconectados entre s{, dando lugar
a gotas. Pero también resulta interesante el fenomeno
contrario (por ejemplo, el chapapote), cuando un liquido
viscoso dentro de otro que lo sea menos, puede desarro-
llar filamentos que llegan casi al tamafio molecular.

ONDAS: OLAS

¢Qué son las olas? Se trata de soluciones en forma de
onda para las ecuaciones de Euler o Navier-Stokes, que
veremos a continuacion, analogas a las soluciones en for-
ma de onda para el electromagnetismo (ondas de radio o
de television). Estas ondas pueden tener longitudes del
orden de centimetros -como son las llamadas capila-
res-,0 tener longitudes kilométricas -como los devasta-
dores tsunamis-. Pueden también aparecer, bajo ciertas
circunstancias, en algunos tipos de nubes. Todas ellas
presentan problemas matematicos que son fascinantes
y nos interesa investigar.

MEDIOS POROSOS

¢Cémo cambia la dinamica de un fluido en un medio po-
roso? ;Coémo se mueven las aguas subterraneas? El inge-
niero Henry Darcy, en 1856, dedujo de forma experimen-
tal que el fluido se rige por lo que hoy en dia se conoce
como la

V - - -
VU= Vp - (0, gp)

donde la velocidad v (incompresible) y la presién p de-
penden de la viscosidad V, la permeabilidad K del me-
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dio isotrdpico, la densidad p del fluido y la aceleracion de
la gravedad g. Pero se trata de una velocidad promedio,
en la escala mesoscopica que corresponde a los poros, de
la de las particulas fluidas que aparecen en las ecuacio-
nes de Navier-Stokes. Los problemas matematicos que
surgen en esta direccion tienen un interés industrial en
actividades como la extraccién de petroleo o la distribu-
cion de aguas subterraneas.

UN PROBLEMA DEL MILENIO

En este capitulo abordaremos una de las cuestiones
fundamentales de la mecanica de fluidos que aulin esta
abierta, relativa a las llamadas ecuaciones de Navier-
Stokes. El Instituto Clay, un centro de investigacion
matematica de financiacion privada estadounidense, la
ha sefialado como uno de los problemas del milenio y ha
ofrecido el premio de un millén de ddlares por su solu-
cion (http://www.claymath.org/millennium/Navier-Sto-
kes_Equations/).

Se trata de la aparicion, o por el contrario ausencia, de
singularidades en la evolucién de un fluido -segun las
ecuaciones de Navier-Stokes-, cuando se parte de un
estado inicial que carece de ellas. Ademas de ser una
cuestion de principios para todo modelo de evolucion,
se trata de una pregunta fundamental en el empefio
de entender las matematicas de la .Lo que

Figura5a. C. Navier (1785-1836). Fuente: http://enwikipedia.org/wiki/File:Clau-
de- Louis_Navier.jpg.
Figura5b. George Gabriel Stokes, 1875. Fuente: Popular Science Monthly Volume 7.
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sigue a continuacidn es un intento de transmitir la natu-
ralezay el interés que tiene ese problema del milenio.

El agua y el aire son fluidos fundamentales de la natu-
raleza realmente inspiradores para entender el modelo
matematico del medio continuo. Un concepto funda-
mental es el de particula fluida, que no debemos aso-
ciar sin mas a las nociones de atomo o molécula, a los
que la ciencia nos tiene ahora bastante acostumbrados
pero que, con permiso de Leucipo y Demdcrito, son con-
ceptos posteriores al de particula fluida introducida
por los matematicos de la llustracion. Pensemos en la
circulacién nocturna de los coches por las autovias que
concurren a una gran ciudad después de las vacaciones.
Vistos desde una cierta altura, con sus luces rojas en la
retaguardia, o los faros frontales de luz blanca, pare-
cen particulas luminosas que se mueven de forma mas
o menos ordenada, aunque a veces sea algo caotica y
accidentada, y forman perfectamente un fluido que
discurre por cauces que se unen y bifurcan, entrando o
saliendo de ese gran contenedor de automaoviles que es
la ciudad.

Podemos obtener otra metafora fluida interesante en
la salida de un estadio de futbol, observando la escena
desde un edificio suficientemente alto de la proximidad.
Visto desde la lejania se trata de un flujo de personas,
particulas fluidas cuyas individuales con-
vergen o divergen, dando lugar a aglomeraciones y rari-
ficaciones en las que varian la densidad y la presion.

EL MEDIO CONTINUO

Segun Aristoteles, “El continuo puede ser definido como
aquello que es divisible en partes que, a su vez, pueden
ser divididas, y as{ hasta el infinito”.

No es unamala aproximacidn, teniendo ademas en cuen-
ta las dificultades de los griegos para superar el descu-
brimiento pitagérico de los nimeros irracionales y ma-
nejar el continuo de la recta real, cuyos engranajes no
fueron suficientemente lubricados hasta mucho tiempo
después. Haciendo breve una larga historia, podemos
decir que para los ilustrados, Bernoulli, Euler y Lagran-
ge, la descripcion matematica de un fluido involucra lo
siguiente:
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Figura 6. Dominio D y campo de velocidades. Imagen: Diego y Antonio Cérdoba.

D es un dominio del espacio euclidianoR3 (o R2);

x € D representa auna particula del fluido;

p(x, t) es la densidad del fluido en el punto x en elinstantet.
ux, t) = (u,(x, 1), u,(x,p, ux,p) es la velocidad que ten-
dria una particula situada en el punto x del espacio y en
eltiempo t.

p=p(x,t)eslapresionenelsenodelfluido, enel punto espa-
cialxyenelinstantedet.

Como hemos puntualizado, larepresentacidnidealdeuna
particula fluida asociandola a un punto x = (x1, x2, x3)
del espacio euclidiano es una argucia legitima del modelo
matematico, pero lo que signifique en cada caso (coche,
espectador o “particula de agua o de aire”), dependerd de
sus caracteristicas especiales. En particular, para los dos
fluidos fundamentales, aire y agua, no debe confundirse
con una molécula, sino con un grupo de ellas, que sera lo
suficientemente amplio para que podamos asociarles
una velocidad comun, una especie de promedio de las
de sus componentes moleculares que, ahora sabemos,
siguen trayectorias cadticas y carentes de direccidn. Es
decir, el concepto de particula de agua o de aire es una
idealizacion matematica que ha resultado muy util para
entender la dinamica de estos fluidos, pero que no se co-
rresponde con una entidad real, ni tiene mucho sentido
tampoco que pretendamos definir cuantas moléculas la
componen.

Existen dos puntos de vista, o0 maneras alternativas y
complementarias, de mirar a un fluido, que tradicional-
mente se denominan formulacion euleriana o lagrangia-
na, respectivamente, en honor de sus dos grandes crea-
dores: Leonhard Euler y Joseph Lagrange.



Segun Euler, un fluido queda descrito por el campo de
velocidades que nos indica la velocidad de la particula
que en el instante de tiempo t se encuentra ubicadaen la
posicion x = (x1, X2, x3) de un sistema fijo de coordena-
das espaciales. La evolucion de ese campo de velocida-
des, que graficamente podemos imaginar fotografiado
en cada tiempo t para obtener su imagen u en forma de
un vector u (x, t) = (u1, u2, uz) con origen en el punto x,
describe completamente el movimiento del fluido. Por lo
que en esta formulacion euleriana se trata de encontrar
las leyes o ecuaciones que han de satisfacer el campo de
velocidades demostrando que estan bien propuestas: a
partir de una observacidn inicial del campo en el tiempo
t=0, probar que existe una solucidn Unica compatible con
ese dato, del que ademas depende continuamente.

Figura7.Dominio D u(x, t) = (u(x, 1), u,(x.t), u(x,t)). Imagen: Diego y Antonio Cérdoba.

En la formulacion lagrangiana se hace énfasis en el flujo
de las particulas que aparecen descritas por unas etique-
tas que, generalmente, designan su posicidninicial. Es de-
cir, consideramos que el fluido esta determinado por las
funciones, x = x (a, t), que nos indican la posicion x que
tiene la particula que enelinstante t = 0 se encontraba en
elpuntoa = (ai, a2, a3).

De manera que ahora, si miramos al fluido, no tomamos
una fotografia de su campo de velocidades, sino que nos
fijamos en cada particula y seguimos su trayectoria en el
tiempo.

En estas figuras el eje vertical es el tiempo mientras que
el espacio se ha representado en las coordenadas hori-
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Figura 8. Trayectorias lagrangianas. u(x, 1) = (u,(x, t), u(x.t), u(xz)) Imagen:
Diego y Antonio Cérdoba.

zontales, lo que resulta evidente en dimension 2 y requie-
re una cierta imaginacion para dimension 3.

Naturalmente ambos puntos de vista son equivalentes, lo
que se expresa a través de una ecuacion diferencial:

% =u(x,t)

En honor del otro gran ilustrado, Daniel Bernoulli, pode-
mos mencionar la ecuacion que lleva sunombre

%Vz + % + gh = constante

Donde p es la densidad, p la presidn, h la alturay g la ace-
leracion de la gravedad. Y esta ecuacidn tiene numerosas
aplicaciones practicas, por ejemplo en la fontaneria, al
permitirnos calcular la presion ejercida sobre una cafier(a
conociendo la seccidny el flujo de agua que la atraviesa.

TERMINOLOGIA

Las ecuaciones de los fluidos representan una de las ci-
mas de la modelizacién matematica que fue posible es-
calar a partir de labase que representa el calculo diferen-
cial de Newton y Leibniz. Son también un exponente de
aquel siglo prodigioso e ilustrado cuyos matematicos se
propusieron seriamente aplicar el calculo a los dominios
de Eolo y de Neptuno. En el empefio se crearon términos
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y lenguaje que luego han sido de utilidad en otras muchas
areas de las matematicas y de la ciencia. Un ejemplo son
las nociones de divergencia y de rotacional de un campo
de vectores:

u1 8uz Jus
+

div (w = axz X3

Juz Juz Jdui Jdus dux Juw
rot(u) = (—- —, ,
0x2 0x3 0Xs Oxi O0x1 Ox2

El primero, la divergencia, estd asociada al principio de
conservacion de la masa que, en un fluido de densidad
constante, es equivalente a la conservacion del volumen.
Resulta que si la divergencia es positiva entonces las
trayectorias, en promedio, se separan, y de ahi el nombre
de divergencia. Por el contrario, si es negativa, entonces
las trayectorias convergen en media. Luego, para que el
volumen se conserve, es decir, para que el fluido sea in-
compresible, es preciso que la divergencia se anule y, en
ese caso de densidad constante, obtenemos también la
ley de conservacion de la masa.

div (1) >0 =

div (u) <0 —

incompresibilidad — div (u) =0

En la mecanica de fluidos el rotacional del campo de ve-
locidades se denomina y esun caracter funda-
mental en la teoria. La vorticidad se deduce, pues, de la
velocidad a través de la formula diferencial:

Jus duz du; dus Jduz Jui

(om0 28 T8 S0 )

o (x,t)=
0x2 0X3 6X3 aX1 X1 0x2

Ocurre, sin embargo, que en el caso de los fluidos in-
compresibles o de divergencia nula, podemos invertir

la férmula anterior y obtener la velocidad a partir de la
vorticidad, lo que es conocido como la ley de Bi6t y Sa-
vart (en cuya deduccién desempefia un papel importan-
te la solucion fundamental del operador laplaciano que
en el caso de dimension 3 viene dada, salvo una cons-
tante, por la funcion 1/1Ixll, mientras que en dimension
espacial 2 se trata de log lIxIl):

yxox+y,0dy 4o

u(x,t) = 41— | ; |

JT]R3

La vorticidad es untérmino que nos sirve para cuantificar
la rotacion local de un fluido:

VA=0

Figura 9. La vorticidad. Imagen: Diego y Antonio Cdrdoba.

En el caso de dimension espacial n=2, la vorticidad resul-
taserunescalar

_dwz  Jdw

Toxi xe

Pero en dimensiénn=3 es el vector

Jdus  Ju 6u1 dus 8uz dui

T oxa Oxs 6xz GX1 ox1  0x2

Con ayuda del calculo diferencial el campo de velocida-
des, cerca de un punto dado x, puede ser aproximado
por la suma de tres términos que se corresponden con
una traslacion y un giro, junto a una dilatacién en unas
direcciones y una contraccidn en las restantes. La tras-
lacion viene dada por el vector u(x), pero las otras estan
asociadas a la matriz de las derivadas parciales de las



componentes del campo de velocidades, también deno-
minada jacobiana:

ui

Ju=
" (an

Elgiro depende de |a parte antisimetrica

 Ju- (Ju)
2

Qu

donde A designa a la matriz transpuesta de A. Las dila-
taciones-contracciones estan, por el contrario, asociadas
ala parte simétrica:

_ Ju- (Ju)
2

Du

Resulta que podemos integrar explicitamente las ecua-
ciones de las trayectorias correspondientes a cada tér-
mino local del campo, y resulta lo siguiente:

Traslacion:

X = Xo + tu (Xo)

I e — .
e il
e
—r e ——
- Pl
'______—-.—-—'__ - ——

Figura10. Traslacion. Imagen: Diego y Antonio Cordoba.

Dilatacion + Estrechamiento: Por la simetr{a de la matriz
D' =D, en un apropiado sistema de coordenadas pode-
mos escribirla en forma diagonal

00
020
00 A3

Du (X0)= , M+2A2+2A3=0
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Figura 11. Dilatacion + Estrechamiento. Imagen: Diego y Antonio Cérdoba.

Rotacion:

Qu (x0) * (x - x0) = % o A (x-x0)

Figura 12. Rotacién. Imagen: Diego y Antonio Cérdoba.

donde ” representa el producto vectorial.

Pero esa imagen local transmite también lo complicado
que puede resultar el movimiento de las particulas cuan-
do se mezclan la translacion con la dilatacion en unas di-
reccionesy estrechamientos en las otras de esos chorros
de fluido que, a su vez, pueden estar rotando con veloci-
dades angulares diversas.

57



58

UNIDAD DIDACTICA. MATEMATICAS DEL PLANETA TIERRA

LAS ECUACIONES DE EULER
Y DE NAVIER-STOKES

Las ecuaciones fundamentales de los fluidos incompre-
sibles fueron deducidas por Euler (cuando el fluido es
inviscido o carente de viscosidad) y por Navier-Stokes,
quienes introdujeron el término en las ecuacio-
nes de Euler. Reflejan las leyes fundamentales de con-
servacion de lamasay de la energia, pero despreciando
algunos efectos como son los debidos a la temperatura
o la salinidad, que pueden llegar a ser sin embargo muy
importantes en modelos mas complejos.

Al contrario de lo que ocurre con otras teorias clasicas,
como son el electromagnetismo y la mecanica cuan-
tica, que estan descritas por ecuaciones lineales (las
de Maxwell y Schrodinger, respectivamente), el movi-
miento de los fluidos estd gobernado por un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales que no son lineales.
Esta es larazén por la que el conocimiento de fendme-
nos turbulentos de gran impacto en la naturaleza, y en
nuestra vida cotidiana, no ha alcanzado todavi(a el nivel
de otras teorias.

El mismo Leonardo da Vinci ya llamd la atencion acer-
ca de la complejidad que puede alcanzar el movimiento
cadtico de los fluidos cuando estos entran en un régi-
men turbulento. Mas recientemente, Richard Feynman
designo a la turbulencia como "the most important un-
solved problem in classical physics”, mientras que se
atribuye a Einstein la siguiente frase: “Voy a preguntar
a Dios dos cuestiones: el porqué de la relatividad y el
porqué de la turbulencia. Soy optimista en obtener res-
puesta a la primera de ellas”

Para obtener las ecuaciones consideramos la ley de la
conservacion de lamasay la segunda ley de Newton.

La ley de conservacion de la masa en un fluido de densi-
dad constante, que podemos siempre hacer igual a uno
sin perdida de generalidad, es equivalente a la conser-
vacion del volumen, es decir, a la que
viene descrita por la ecuacion div(u) = 0. En cuanto a
la ley de conservacion del momento, o segunda ley de
Newton, nos da lugar a un sistema de tres ecuaciones
diferenciales: si u(x(t; y), t) designa la velocidad en el
momento de tiempo t que tiene la particula que se en-

contraba en la posicion inicial y ( y = x(0; y)), entonces
la aceleracion viene dada por la derivada:

—du(x(a,t),t):al+qu-3 :a—u+u-qu
dt Jt dt Jt

La segunda ley de Newton (suponiendo que la densidad
esiguala 1) dalugar alaidentidad:

P ﬂ+u-VXu =F

at internas externas

Donde aparecen las fuerzas externas (gravitacion, cam-
pos eléctricos o magnéticos); y las internas que modelan
la interaccion entre las distintas particulas fluidas, y son
responsables de lo que se denomina viscosidad. He aqui
las ecuaciones:

Euler: Fluidos perfectos

div(u)=0
Jdu

—+u-Vu=-Vp
ot ) i

Donde p =presion, u = (ul, u2, u3) velocidad, por tanto,
obtenemos un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro in-

cognitas.
Navier-Stokes: Fluidos viscosos
div(u)=0
%+u'vxu=-vxp+vAu

v>0 es el coeficiente de viscosidad. Sin pérdida de ge-
neralidad hemos supuesto que la densidad p es igual a
uno en ambos sistemas de ecuaciones.

El caso de los fluidos perfectos no requiere mas anali-
sis que la aplicacion del célculo diferencial a las leyes
fundamentales de la mecanica enunciadas por Newton,
pero lamodelizacion de la viscosidad llevada a cabo por
Navier y Stokes necesita de algunas hipdtesis adicio-
nales sobre la naturaleza de nuestro fluido. Existiendo
modelos mas complejos, caso de los fluidos viscoelds-
ticos como la saliva, 0 esos materiales con los que ahora
se fabrican cémodos colchones, en los que la viscosidad



hay que introducirla de manera algo mas complicada.
En cualquier caso, la aparicion del laplaciano, definido
para cualquier funcion f:

2
('9f+

2
axl

2 2
8f+8f

Af=
Bx% ax%

Au=(Auy, Auy, Aus)

con un coeficiente positivo en la ecuacién es consis-
tente con otras teorias de difusidon y de rozamiento. En
este texto no se analizard la naturaleza de los términos
viscosos en las ecuaciones de los fluidos, pero si que-
remos hacer constar que se trata de un area activa de
modelizacion para materiales interesantes que se des-
vi{an del modelo newtoniano descrito en las ecuaciones
anteriores. En cualquier caso, el principio de Arquime-
desy la ecuacion de Bernoulli antes aludidos son conse-
cuencias de estas leyes fundamentales cuya deduccion
es un ejercicio del calculo diferencial que manejaban los
ilustrados del siglo XVIII.

Estamos, pues, en condiciones de formular el “problema
del milenio” que se pregunta sobre la naturaleza de las
ecuaciones obtenidas:

Problema del milenio: Dada una velocidad inicial u(x, 0)
= u0(x) suficientemente lisa (suficientemente diferen-
ciable), por ejemplo de clase Ceoy soporte compacto y tal
que div (u0) = 0: sexiste una solucion lisa u(x, ¢) validaen
todo tiempo 7>0? Partiendo de un dato liso, ses posible
generar singularidades al cabo de un tiempo finito?

Se trata, pues, de una cuestion fundamental, por lo que
puede sorprender amuchos que esté todavia abierta. Sus
dificultades estriban, creemos, en dos caracteristicas im-
portantes:

* No linealidad del término convectivo u - V xu

* No localidad de la presion: ocurre que la presion esta
relacionada con el campo de velocidades a través de la
formula -Ap = div (u- V u) que es facil de deducir de
las ecuaciones de Navier-Stokes con un poco de des-
trezaeneluso del calculo diferencial. Se trata, pues, de
una relacion diferencial que permite despejar la pre-
sion y escribirla en términos de las componentes del
campo u. Sin embargo, cuando esto se hace (se integra
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la relacion anterior) la expresion resultante involucra
"integrales” de las funciones uu, pero esas "integra-
les" dependen de los valores de la velocidad en todo el
espacio, y no solo en la vecindad del punto considera-
do. En otras palabras, la presion en un punto del fluido
depende de las velocidades de todas sus particulas y
no solo aquellas cercanas a él. Esta no-localidad de la
presion es también responsable de que las ecuaciones
de los fluidos resulten ser tan dificiles.

Estas son las razones por las que aun seguimos sin cono-
cer la respuesta a una cuestion tan basica. La deduccion
de las ecuaciones fue un hito de las matematicas de la
llustraciony una expresion de la potencia del calculo y de
la mente humana capaz de modelar los dominios de Eolo
y de Neptuno. Pero enseguida cundid el desanimo entre
aquellos ilustrados, porque tenian las ecuaciones pero
no sabian resolverlas. He aqui algunos comentarios feha-
cientes de ese estado de frustracion que, creemos, fue en
gran parte motivado por las matematicas de los fluidos:

"Me parece que la mina de las matematicas es ya muy
profunda y, a menos que descubramos nuevas vetas,
pronto serd necesario abandonarla. La fisica y la quimica
ofrecen ahora yacimientos mucho mas faciles y brillan-
tes". Lagrange (carta a D'Alembert, 1781).

"Me atrevo a afirmar que, enmenos de unsiglo, no tendre-
mos ni tres grandes matematicos en Europa. Esta ciencia
quedard muy pronto en el estado donde los Bernoullis,
Clairaut, D'Alembert y Lagrange la han dejado". Diderot
(1754)

El progreso en el conocimiento de las ecuaciones de los
fluidos experiment6 un desarrollo crucial en el afio 1933,
cuando Jean Leray obtuvo unos resultados fundamenta-
les que mostraron que el modelo estaba bien propuesto.
Es decir, si la velocidad inicial es lisa (suficientemente
diferenciable) entonces durante un intervalo de tiempo
existe una solucion tnica que depende continuamente de
los datos iniciales.

El trabajo de Leray seria inconcebible sin el desarrollo
que el analisis matematico habia experimentado duran-
te todo el siglo XIX'y comienzos del XX. Uno de los gran-
des impulsores de este desarrollo fue Riemann, quien
extendio la nocidn de integral y de derivada, llegando a
formular el concepto de derivada débil, o en el sentido
de las distribuciones que dirlamos ahora, en su empefio
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de entender la unicidad de los desarrollos trigonométri-
cos. Luego vendria Lebesgue, quien, con su nocion de in-
tegral, abrio el paso al analisis funcional en espacios que
ahorallamamos de Lebesgue o de Sobolev, y son el marco
en el que hemos aprendido a buscar la existencia de las
soluciones de nuestras ecuaciones.

Leray introdujo la nocion de solucidn débil, o turbulenta
seglin su terminolog(a, y la estrategia de regularizacion
de las ecuaciones por medio de viscosidades artificiales,
obteniendo luego sus soluciones “débiles” como limites
viscosos de las soluciones aproximantes, y dejando para
un posterior analisis la importante propiedad de la dife-
renciabilidad y unicidad de las soluciones as{ obtenidas.
Y en eso estamos.

Un desarrollo interesante ha venido asociado a la nocion
de vorticidad, dando lugar a una formulacion de las ecua-
ciones que pone el énfasis en la evolucion de ese vector
(escalar en el caso bidimensional) de importancia critica.
Enelafio 1984, en un trabajo conjunto de los matematicos
Beale-Kato-Majda, obtuvieron un criterio para la existen-
cia de singularidades de la solucién en un tiempo T:

Singularidad en tiempo T si 'y solo si
T

sup. | w*Y | dt =00
0
Ecuacidn de la vorticidad:
n=2: 5
90wV 0=0
ot
n=3:
870) +u-V o= owRw®
ot
donde

Ri1 Riz Ris w1

Ro = R (05, 0, my) = [ Ret Raz Res | [ a2
Rs1 Rs2 Rss w3

= (Ryw; + Riw; + Rys0; T Ryyw; + Ropw; + Ro;ws + Ry + R+ stws)

siendo cada Rx una transformacion que convierte una
funcién dada f en otra Ruf a través de un proceso de in-

tegracion que esta asociada a unos nucleos, Ki(x.y), que
son singulares en la diagonal x=y. No obstante, pueden
ser calculadas explicitamente y presentan unas cancela-
ciones (cambios de signo) que permiten darles sentido a
las integrales.

Rjxf (x) =lim

€-0

Kix (ry) § (v) dy

| >

pero se trata de un capitulo muy importante del analisis
matematico contemporaneo cuya discusion queda fuera
del contenido de esta unidad.

Estas ecuaciones, en el caso particular de dos dimensio-
nes, muestran como alli a vorticidad se conserva alo lar-
go de las trayectorias y explican un resultado anterior de
Yubovich, quien obtuvo laregularidad y la unicidad en ese
caso.

Pese a que el problema del milenio sigue sin resolverse,
ellono ha supuesto un obstaculo para que los desarrollos
matematicos alrededor del modelo hayan servido para
entender los fenomenos atmosféricos, u obtener aplica-
ciones practicas que permiten disefiar barcos y aviones.
Pero seria muy conveniente saber, por ejemplo cuando
uno se sube a un avidn, que las soluciones existen y son
Unicas y suaves. El problema del milenio es, pues, una
cuestion basica que clama por su respuesta. No obstan-
te no es, ni mucho menos, el tinico tema importante en la
mecanica de fluidos.

EJERCICIOS

1. Deduce el principio de Arquimedes de las ecuacio-
nes de Euler.

2.Deduce la ecuacidn de Bernoulli de las ecuaciones
de Euler.

3. Demuestra que si la vorticidad de un fluido, en di-
mension dos, tiene simetria radial entonces es una
solucidn estacionaria de las ecuaciones de Euler.



MATERIALES AUXILIARES

PELICULAS

Twister (Jan de Bont, 1996). Dos grupos de cienti-
ficos que persiguen tormentas para estudiar los
comportamientos de los tornados compiten por ser
los primeros en analizar estos peculiares fendmenos
meteorologicos desde dentro de un tornado. Su obje-
tivo es analizar en profundidad la mayor tormenta que
caera sobre Oklahoma en el Ultimo medio siglo. Aunque
no se da un enfoque cientifico, los tornados son el ele-
mento central de la pelicula.

DOCUMENTALES Y MATERIAL AUDIOVISUAL

The blue planet (2001). Serie documental de la BBC sobre
los océanos del planeta Tierra. Cada uno de los episodios
esta dedicado a un aspecto diferente de la vida mari-
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na. Disponible en http://www.bbc.co.uk/programmes/
b008044n.

The winds (Tony Bulley, 2011). Este documental de la BCC,
dentro de la serie The Weather, explica el fendmeno del
viento y resalta algunas historias relacionadas con esta
fuerza de la naturaleza. Disponible en http://www.bbc.
co.uk/programmes/b00jzjhx.

The life and times of El Nifio (2005). Documental de la
BBC dedicado a El Nifio, el fenomeno meteorolégico
ciclico consistente en una superposicion de aguas cali-
das procedentes del hemisferio norte inmediatamente
al norte del ecuador, sobre las aguas de emersion muy
frias que caracterizan la corriente de Humboldt. El Nifio
provoca estragos a escala zonal (en la zona intertropical)
debido a las intensas lluvias, afectando principalmente a
Ameérica del Sur, tanto en las costas atlanticas como en
las del Pacifico. Disponible en http://www.youtube.com/
watch?v=MzcKBeW44ao.
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Maravillas de la evolucién

Autor: Alejandro Bdez Rubio. FOTCIENCIA9

La idea de la evolucion bioldgica ha sido, sin duda alguna, una de las teorias cientificas
que mds han marcado la cultura y el pensamiento humano. Entre otras cosas porque es
asombroso cémo ha dado lugar a fenémenos que, en cierto modo, han empequefiecido
laimaginacion del ser humano. Un ejemplo de las maravillas a las que puede dar lugar es la
sorprendente migracion realizada por millones de mariposas monarcas desde una amplia
region de Norteameérica para reunirse todas ellas en unos pocos bosques de coniferas en
Michoacdn, México. Mariposas que, congregadas en este lugar, son capaces de romper el
sonido del silencio con sus suaves aleteos.






MODELOS
MATEMATICOS
DE LAS EPIDEMIAS

Juan Jose Nieto Roig






El autor de este capitulo se propone dar respuesta a
varios interrogantes, todos ellos relacionados con la
modelizacién de los fenémenos epidémicos, es decir,
fenomenos de infeccidn, contagio y transmision de en-
fermedades. Entre estas cuestiones destacan la defini-
cion de epidemia y epidemiologia y la determinacion de
los factores que intervienen en una epidemia. Asimismo
se explica qué es un modelo epidemioldgico y se pone
derelieve como la estadistica y los modelos matemati-
cos ayudan a prever, entender o reducir los efectos de
una epidemia.

En la primera parte, el autor hace una introduccion his-
torica e incorpora datos y momentos relevantes en la
comprension de los fendmenos de contagio e infeccidn,
en los que se introdujo el manejo de herramientas y téc-
nicas estadisticas para la interpretacion, el estudio y la
prevencion de tales fendmenos. Se muestra el desarro-
llo de la epidemiologia como disciplina que estudia los
factores que intervienen o contribuyen a la apariciony
propagacion de epidemias y aquellos otros que se pro-
ponen impedir su propagacion.

Después de mostrar la utilidad de diversos modelos
estadisticos, el autor introduce la idea de sistema di-
namico (SD) como un concepto matematico y fisico que
describe la evolucidn en el tiempo de un sistema. Utiliza
este concepto para estudiar cémo evoluciona el nime-

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

ro de personas sanas e infectadas en una poblacidn, o
bien las fases de infeccion de una enfermedad en una
persona.

Los modelos matematicos ayudan a estudiar el sistema
original, explican los efectos de sus distintas componen-
tesy predicen su comportamiento futuro, a corto o largo
plazo. De esta manera se utilizan los modelos epidemio-
légicos, para cuya construccidn se necesitan conocer: la
poblacion que se considera (una region, pafs, ciudad, et-
cétera), como se transmite la enfermedad, y cémo puede
una persona recuperarse de la enfermedad o bien cau-
sarle la muerte. A partir de estas nociones introducto-
rias, precisas y bien seleccionadas, se describe de modo
asequible para unalumno de bachillerato cuatro de estos
modelos, que atienden a distintas condiciones.

La lectura de este capitulo es especialmente indicada
para los contenidos sefialados en la asignatura comun
Ciencias para el Mundo Contemporaneo, contenidos
C1y C3, y para la asignatura Biologia de la Modalidad
de Ciencias y Tecnolog(a, contenidos C4 y C5. El uso de
los modelos matematicos explicados contribuye a una
mejor comprension de los fenémenos biolégicos con-
templados. Vemos en la tabla resumen con la vincula-
cion curricular de este capitulo que hay un total de seis
asignaturas relacionadas, las cuales conectan a 29 obje-
tivos, 9 contenidos y 15 criterios de evaluacion.






INTRODUCCION

En un planeta cada vez mas poblado y con una red de re-
laciones intensificada por la globalizacidn, el estudio y
comprension de las epidemias supone uno de los grandes
retos de la ciencia, con el fin de atenuar sus efectos y con-
trolar sus consecuencias. Las matematicas y, en particu-
lar, los estudios estadisticos de dinamica de poblaciones
y de modelos epidemiolégicos, son herramientas indis-
pensables en esta rama de la medicina. En este capitulo
trataremos de abordar las siguientes cuestiones:

¢Qué es una epidemia?, ;de qué trata la epidemiolog(a?,
¢como se pueden determinar los factores que intervie-
nen en una epidemia?, ;como se dispersan las epidemias
dentro de una poblacidn?, ;se puede controlar una epide-
mia?, ;qué es un modelo epidemiologico?, ;cdmo pueden
la estadistica y los modelos matematicos contribuir a
entender, prevenir o reducir los efectos de una epidemia?

Segun el diccionario de la Real Academia Espafiola,

es una palabra de origen griego (¢mdnpia) que sig-
nifica: enfermedad que se propaga durante algin tiempo
por un pals, acometiendo simultaneamente a gran nu-
mero de personas. Una enfermedad se convierte en una
epidemia cuando afecta a una parte desproporcionada-
mente grande de personas dentro de una poblacion, co-
munidad o region geografica.

Hay epidemias de enfermedades no muy graves, como
pueden ser el catarro o la gripe comun, pero también hay
epidemias de enfermedades muy graves, e incluso morta-
les, como puede ser la fiebre hemorragica viral del Ebola,
una enfermedad infecciosa y altamente contagiosa. Por
ello, cualquier aspecto de una epidemia que nos permita
reducir su propagacion es de vital importancia.

La es el tratado de las epidemias y el

es una persona versada en epidemiologia.
La epidemiologia es una rama de la medicina y trata, por
tanto, de la propagacion de las enfermedades, en el espa-
cioy eneltiempo, al objeto de determinar los factores que
intervienen o contribuyen a su aparicién y propagacion.
La primera cuestién que debemos plantearnos para en-
tender una epidemia es: ;como podemos determinar los
factores que intervienen en una epidemia?

Una vez detectados los factores que hacen que aumen-
ten los casos de una epidemia, la segunda cuestion sera:
scomo podemos impedir su propagacion?, shabra alguna
forma de reducir o controlar los casos?

Seguro que todos conocemos e incluso hemos padecido
alguna enfermedad que ha afectado a muchas personas
de nuestro entorno: un catarro, una gripe, un virus que nos
ha producido dolores de cabeza, vomitos, diarrea, etcéte-
ra, o alguna intoxicacion alimentaria. En esos casos coti-
dianos solemos poder deducir la causa y no suele haber
consecuencias graves; sin embargo, otros si que pueden
tener efectos devastadores.

EJERCICIO

Trata de resolver un sencillo caso para descubrir por
qué ha aumentado tanto el nimero de jovenes ingre-
sados en Urgencias en http://epi-teacher.org/dd/di-
sease-detectives_es.pdf.

LAS PRIMERAS EPIDEMIAS

El griego Hipocrates, considerado el padre de la medi-
cina, empezo a clasificar las enfermedades en agudas,
cronicas, endémicas y epidémicas y, de hecho, puede
considerarse como el primer epidemiologo: es la primera
persona de la que se tiene constancia que examino la re-
lacion entre la enfermedad y el medio ambiente.

Aunque hoy en dia tenemos una idea clara del origen de
muchas enfermedades (contaminacidn, excesos en la in-
gesta de ciertos alimentos, tabaco, consumo de drogas,
actividades deriesgo...), en la antigiiedad no estaban cla-
ras las causas de las mismas.

Hipdcrates consideraba que la enfermedad se debia a la
falta de armonia de cuatro sustancias liquidas que conte-
nia el cuerpo humano: los humores. Para paliar la enfer-
medad era necesario devolver el equilibrio de los cuatro
humores. También introdujo el término endémico (enfer-
medades que se encuentran en ciertas zonas geograficas
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Figura 1. Estatua en Cos que representa a Hipdcrates ensefiando a sus discipulos.
Autor: Tedmek. Fuente: http://wikipedia.orange.es/wiki/Archivo:Kos_sta_hipp.JPG.

pero no en otras) y el de epidémico (enfermedades que
surgen durante cierto tiempo).

Se considera que el inglés John Graunt (1620-1674),
quien publico en 1662 el libro Natural and Political Ob-
servations Made upon the Bills of Mortality, es uno de
los precursores de la epidemiologia y de la demografia,
aunque realmente las bases de la epidemiologia moderna
fueron sentadas por Girolamo Fracastoro (1478-1553) en
su obra De contagione et contagiosis morbis (Sobre el
contagio y las enfermedades contagiosas) publicada en
Venecia en 1546, donde expone sucintamente sus ideas:
pequefios cuerpos capaces de autorreplicarse que no po-
demos ver, que producen las enfermedades y que pasan
de unapersona a otra.

Como casisiempre, la historia de la cienciay la tecnologia
van de la mano. La construccion de microscopios de cier-
ta potencia permitio a Anton van Leeuwenhoek (1632-
1723) comprobar visualmente en 1675 la existencia de los
“pequefios cuerpos” sugerida por Fracastoro.

Tres siglos mas tarde, el cientifico francés Louis Pasteur
(1822-1895) y el cientifico aleman Robert Koch (1843-
1910) confirmarian sus teorias. Fueron, ademas, de los
primeros en promover la higiene como medio de prevenir
ciertas enfermedades. En los siglos siguientes esta fue
una de las mayores aportaciones para reducir la inciden-

Figura 2. Réplica de un microscopio de van Leeuwen-
hoek. Autor: Jeroen Rouwkema. Fuente: http://com-
mons.wikimedia.org/wiki/File:Leeuwenhoek_Microsco-
pe.png?uselang=es.

ciade ciertas enfermedades y sobre todo la desinfeccion
introducida por el cirujano britanico Joseph Lister hacia
1865 a la vista de los trabajos de Louis Pasteur.

Figura 3. Billete de 10 francos suizos con la imagen de Euler. Fuente: http://com-
mons.wikimedia.org/wiki/File:Euler-10_Swiss_Franc_banknote_%28front%29.jpg.

Hasta ese momento la gran contribucion por parte de las
matematicas a la epidemiologia fue el estudio estadis-
tico, aunque existe una notable excepcion de un trabajo
del matematico Daniel Bernoulli (1700-1782) en el que
analizaba las muertes debidas a la viruela y demostraba
teoricamente la eficacia de la inoculacién siempre que
el riesgo de muerte fuese inferior al 11%. Este trabajo,
anunciado en 1760 y finalmente publicado en 1766, tiene
ciertos puntos en comun con los trabajos de famoso ma-
tematico Leonhard Euler (1707-1783).

La epidemia de cdleraen Europadurante el siglo XIX abre
el capitulo de la epidemiologia moderna. El colera es una
enfermedad aguda, diarreica, provocada por la bacteria
Vibrio cholerae, |a cual se manifiesta como una infeccidn
intestinal. Los especialistas mantienen que, probable-
mente, llegd a Europa desde la India y pronto comenzé a
provocar muertes en Europa en las primeras décadas del
siglo XIX.

En Hungria se tienen los primeros registros en 1830, y ya
en 1831 se hab{a cobrado alrededor de 300.000 victimas.



Figura 4. Mapa original de John Snow donde
pueden verse las acumulaciones de los casos
de célera en la epidemia de Londres de 1854.
Fuente:  http://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Snow-cholera-map.jpg2uselang=es.

A mediados del siglo XIX hubo una epidemia de cdlera
en Londres, y todavia se desconocia la causa que hacia
que la gente tuviera dicha enfermedad. John Snow (1813-
1858), un médico inglés precursor de la epidemiologla,
incluso considerado padre de la epidemiologia moderna,
marco sobre un plano del distrito de Soho, en Londres,
los casos y los pozos de agua. De esta manera, localizo en

Figura 5. Réplica de l[abomba de agua situada muy cerca de la ubicacién original, en
Broadwick Street en Londres (antiguamente Broad Street). Se erigié en el afio 1992
enmemoria de John Snow. Imagen: Ana M. Correas.

2.1 MODELOS MATEMATICOS DE LAS EPIDEMIAS

1854 el foco culpable de la infeccion: un pozo situado en
Broad Street, en pleno corazén de la epidemia.

De esta manera pudo conjeturar que el célera se trans-
mitia bebiendo agua contaminada. Sin embargo, y como
sucede de forma repetida a lo largo de los tiempos, las
medidas preventivas sugeridas por Snow para impedir
nuevos brotes no fueron aceptadas o puestas en practica
hasta después de sumuerte.

A principios del siglo XX se empezaron a introducir en la
epidemiologia algunos métodos matematicos nuevos. Asi,
por ejemplo, el premio Nobel de Medicina del afio 1902, Ro-
nald Ross, que demostro que la malaria se transmite por los
mosquitos, habia desarrollado un modelo matematico que
es considerado por algunos como una de sus principales
contribuciones al estudio de la epidemiolog(a de a malaria.

Figura 6. Sir Ronald Ross (1857-1932).

En el modelo matematico de la malaria de Ross desarrolla-
do hasta 1902y publicado en 1915, t denota el tiempo y P la
poblacidn total. Esta formado por 12 ecuaciones en las que
aparece la tasa de variacion de diversas variables como por
ejemplo la tasa de variacion de la poblacidn representada
por dP/dt en la ecuacion 6. n, m, i, e representan, respec-
tivamente, las tasas de natalidad, mortalidad, inmigraciény
emigracion de la poblacion no afectada por la enfermedad,
y v es la suma de esas cuatro tasas; N, M, I, E, V son las
mismas tasas pero para la poblacion afectada por la enfer-
medad; otras constantes relevantes en elmodelo sonla pro-
porcionde lapoblacion afectada que se recupera por unidad
de tiempo, r,y la tasa de infeccidn, c.

Anderson Gray McKendrick y W. 0. Kermack, figuras desta-
cadas de lamedicina, introdujeron enuna serie de articulos
cientificos las bases de los modelos deterministas de los
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“worp correct. My work was concerned chio
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BOME 4 PRIORI PATHOMETRIC EQUATIONS.

BOME A4 FRIORI PATHOMETRIC EQUATIONS.
nr
IR RONALD ROSS, K.C.B, F.R.S.

I the second edition of my book on the Prevenfion of
Mataria (Murray, 1911) I published a considerable amount
of work (which had ocecapied mo for a long timo) on what
may bo called pathometry—that is, the mathematioal study
of epidemiology. In these studies 1 followed the a priort
method : in other words, I asswmed o koowledge of the
fondamental laws governing the time-to-time varintions
of disense in a 50#11 ation of living creatures; formed the
eorvesponding differance- and diferential equations; and
tien 301:&‘1 by solving theso to ascertain the more romoto
Inws which shonld govern tho variations if my assumptions
with inscet-
bome diseases; but on 678 1 gave brief, bat not quite
complete, integrated equations on the general theme, these
equations being obtained on the sapposition thal tho total
population remains constant during the eonsidered period
of time. A yoar ago, however, I was ablo to remove this
restriction by integrating the original differential equations
cven when the ulation varies, and I have now found
& simplification which enables us to state tho equations
in forms which are easy to analyse and which will be
veadily nnderstood by any one who has some koowledge
of the ealenlus. Thos put, they give us an clogant l:“lﬂ'l.l:ll
tentative) mathematical theory both of epidemic and
cmlomio communicable discasca.

The theory is of conrse based npon certain probable
assamplions; bub its ntility lies in tlus very point, bocanse
it enables us to test these assumptions by comparing the
resulting corves with those derived from observation or
statistice—a verification which cannot otherwise be ob-
tained. My full paper on the subject is more snitable for
mathematical than for medical poblications: but yon may
possibly eonsent to publish the following very briel state
ment for the information of some epidemiologists who, I
holiove, will ba intereated in it will firat give the
ilentitien and eqoations and will then add o short
explanation.
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that is, lose infectivity and also asquoired immuonity. The
symbaol & donotes the iwon of the total ation f*
who are affected by the di and living at end of
the time f, and z, is this proportion at the beginning of the
inguiry when t=e. Thoe symbol f donotes the corrent
wliﬂn of new cases to total population at the time ¢,

, when muoltiplied by P, gives the carrent numbor. of
new cases—that is, the curee gonerally shown in statistics
of epidemics.

I eall the important constant ¢ the infection rafe; and
these equations are based on tho assamption that each
affected individual infects or reinfects ¢ other individoals
in onit of time, and that ¢ is a constant. But some of the
individoals to whora he thus gives the infection may bo
affected already, and we muost allow for this. The actual
number of affected individuals at the time ¢ will ba 2P ;
and by sopposition these will infect or roinfoot exf® in-
dividoala; but of these only the cnes which are not affected
at the time { will be new cases. The actual number of
new cases, I, will then bo given by the proportion,

F: el (P=xP): P

that is F=exP (1-x). Butf=F/P; therefore finally we
geb the equation (10). This equation way, however, bo
also dedueed from the fundamental differential equations
(5) and (6) described in my book. Tho magnitode of ¢, as
of tho other constants, will, of course, depend on the
unit of time taken. It is always positive, bub most not bo
g0 small as to render KL n Ve,

The Curve of Affected Individuals, =, is an S-shaped
eurve beginning at &, when ¢ = o, and approximating to a
limit L when ¢ is large. Ifs tangential, :‘-{, is & sym-
metrieal boll-shaped curve 'i'l':iu.lLl. maximom which = } K L3

- F

whon = | L and KLt = log, T, * The Corve of New
Cases, f, in jally important as it should agree when
mnltiplied by ? Uiﬂ.lrﬂbﬂn‘l'[.:ﬂl curves if our muﬁpumu arn
sonnd. 1t begins at a small value when =, is small and
t=o0, and then rises moro or less rapidly, reaching its
maximum, j¢, when #=} and then falling again and
approvimating to o limit whichh =cL{{-L) when ¢ is large.
In this case (Type I} it has an ircegular bell shape, but ono
which tails away more gradually than it rises. Dot if L is
not greater than §, = never excoeds the valuo § and consc-
quently floses this bell shape and becomes an S-shaped
curve (Type 1I) which constantly riscs towards the limit
els (I=L). The former would appear to be the curve of
troe epidemic outbreaks, and the Intter of slowly increasing
endemic maladies. In lxlll.l: mu umti-'nlua af I'I:ED t if;

g expresses and explaing the endemic persistence o
m&m in & Io-uﬂl:.np i

The curve f is also moch modified if (as uvsual) tho
reversion factor r does not como into play until months or
years after infection, in which case f will at first approxi-

wate very closely to the curve 4 and then tail off more

slowly. Moreover, the infoction rate, ¢, may be changed
by local conditions, as for instance those of climate and
season, which may favour or disfavour the transforence of
infeetion from individual to individoal. It is impossible to
examine thesa and other consequences of the cquations
except at considernble length ; but I should add that tho
functions are usnally casy to manage in finite terms, and
scem to me, jodging from gonoral koowledge both of

idemic and endemic discascs, to be likely to agree witl

the frnta.

Figura7. Articulo
original de Sir Ronald
Ross, publicado en
larevista The British
Medical Journal (1915).



procesos epidémicos. Dichos modelos se enmarcan den-
trode la .En
su articulo de 1927 describieron que existe un umbral a
partir del cual una enfermedad se propaga y dieron una
formula para predecir el tamafio final de una epidemia.

Otro gran avance fue la publicacion en 1954 de un estu-
dio preliminar (dentro del British Doctors Study llevado
a cabo desde 1951 hasta 2001y encabezado inicialmen-
te por Richard Doll y Austin Bradford Hill) que indicaba
la sospecha de la relacidn entre tabaco y cancer de pul-
man. En1956 se presentaban evidencias estadisticas de
que el consumo de tabaco aumentaba el riesgo de pade-
cer cancer de pulmon. Puede llamar la atencion este ha-
llazgo, pero piénsese que fumar fue considerado incluso
saludable en épocas pasadas. Este ejemplo muestra la
importancia de la estadistica y las matematicas en los
estudios médicos en general y epidemioldgicos en par-
ticular.

Entre otros casos de grandes epidemias se encuentra la
gripe asiatica que se inicid al norte de China en febrero
de1957. Este fue el primer virus (gripe A, variante H2N2)
aislado en Pekin. De China pas6 a mediados de abril de
ese afio a Hong Kong y Singapur, desde donde se difun-
dio a la India y Australia. Durante los meses de mayo y
junio el virus se extendio por todo el oriente. En julio
y agosto, paso a Africay posteriormente a Europay Es-
tados Unidos entre octubre y noviembre. En menos de
diez meses el virus alcanzé una distribucion mundial.

Enelafio 2009, lagripe A origind una pandemia (término
que significa una enfermedad epidémica que se extien-
de a muchos paises o que ataca a casi todos los indivi-
duos de unalocalidad o regién) causada por unavariante
(H1N1) del virus de 1957. La situacién generd un estado
de alarma mundial. En enero de 2013 las muertes causa-
das por gripe en Estados Unidos supusieron el 7,3% del
total, por lo que las autoridades sanitarias declararon
el estado de epidemia al superar el umbral del 7,2%. La
vacuna (para la variante del afio 2013, el H3N2) tiene una
eficacia del 62%.

El descubrimiento de Snow, que nos puede parecer hoy
en dia tan sencillo, se repite unay otra vez. En los prime-
ros casos del tristemente famoso sindrome de inmuno-
deficiencia adquirida (SIDA), que aparecieron a princi-
pios de los afios ochenta del siglo XX, se desconocia su

2.1 MODELOS MATEMATICOS DE LAS EPIDEMIAS

origen y la forma de transmisidn. Antes de determinar
la causa de la infeccion, el método estadistico permitio
deducir que el nimero de contactos sexuales era un fac-
tor de riesgo para el SIDA. El virus de la inmunodeficien-
cia humana (VIH) es un lentivirus (de la familia Retrovi-
ridae) causante del SIDA, considerado como el agente
de la naciente epidemia de SIDA. Fue descubierto en
Franciaen1983 por el equipo de Luc Montagnier (nacido
en1932y premio Nobel de Medicina en 2008).

Figura 8. Corte del VIH. Fuente: © Copyright 2011
Los Alamos National Security, LLC.

A continuacién veremos cémo los modelos matemati-
cos ayudan a estudiar y controlar las epidemias, pero
antes veamos con detenimiento qué es un modelo ma-
tematico.

Un modelo matematico es una descripcién de un sistema
cualquiera usando el lenguaje y conceptos matematicos.
Algunos de ellos, como ya hemos visto, son los modelos
estadisticos y los sistemas dinamicos. La gran ventaja
de los modelos matematicos es que pueden ayudar a
estudiar el sistema original, explicar los efectos de las
distintas componentes del mismo y predecir su compor-
tamiento futuro, a corto o largo plazo. Todo ello con un
coste economico bajo y, en el caso de un modelo médico,
sin necesidad de experimentar en humanos o animales.

Un modelo estadistico es simplemente una formaliza-
cion de las relaciones que existen entre las distintas, o
al menos las mas relevantes, variables que influyen en
unsistema o proceso. As{, por ejemplo, una graficacomo
la que ilustra las tasas de nuevos diagndsticos de VIH en
Espafia durante los afios 2006 a 2011y por categoria de
transmision puede muy bien servir para disefiar un mo-
delo estadistico sobre esa enfermedad e inferir estra-
tegias a seguir.
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Figura 9. Tasas (por millén de habitantes) de nuevos diagndsticos de VIHen Espa-

fia. Datos de 11 comunidades autondmicas del Instituto de Salud Carlos Ill. Distri-
bucién por afio de diagndstico y categoria de transmision.

Un (SD) es un concepto matematicoy
fisico que describe la evolucidn en el tiempo de un siste-
ma. Puede ser, por poner un ejemplo fisico, un péndulo,
pero en nuestro caso podemos pensar en una poblacion
y cdmo evolucionan los nimeros de personas sanas e in-
fectadas, o las fases de infeccién de una enfermedad en
una persona.

La gran ventaja de los SD es que pueden adaptarse a
distintas escalas, desde lo microscopico o nano (como
se refleja en la unidad didactica Nanociencia y nanotec-
nologia. Entre la ciencia ficcion del presente y la tecno-
logia del futuro, FECYT) alo macroscdpico.

Un modelo matematico en el ambito de la epidemiolo-
gla serd, naturalmente, un modelo epidemioldgico. Para
construir el modelo se necesitan hacer algunas conside-
raciones sobre:

* La poblacién que se considera (una region, pais, ciu-

dad, etcétera).

* Cédmo se transmite la enfermedad.

» Como puede una persona recuperarse de la enfer-
medad o si esta puede causar la muerte.

Encuanto a la poblacion, hay que tener en cuentasiesta
aislada o no. Hoy en dia es dificil una poblacidn aislada
debido a la facilidad de movimientos migratorios. Asi-

mismo hay que poder clasificar a cada individuo segun
el grado con que le afecte la enfermedad y en muchos
casos la distribucion temporal, geografica, edad o sexo.

EJERCICIO

Piensa en la ultima vez que en clase hubo alguien
enfermo de gripe. Haz una estadistica de los que
tuvieron gripe y durante cuanto tiempo. ; Qué facto-
res influyeron? ;Crees que te contagio algtn com-
pafiero/a? ;Contagiar{as a alguien? Realiza la mis-
ma actividad con los datos de otras enfermedades
o infecciones para otro grupo o clase de tu centro.

En el modelo original de McKendrick-Kermack un indi-
viduo podia estar en uno de los dos estados siguientes:

* S (de Susceptible, es decir, que puede contraer la en-
fermedad).
*I(de Infectado).
Ademas, silaenfermedad es contagiosay unapersonain-
fectada entra en contacto con una que no lo estd, pasara
aestar infectada:
*S-1L
* De manera que si N es la poblacidn total, que se supo-
ne constante, se tiene S + 1 = N.
En términos mas formales:
S(tH)+I(®=N
donde S (t) e I (¢) representan el niumero de suscepti-
bles e infectados en el instante t, respectivamente. Es
claro que cuanto mas se haya extendido la enfermedad,
0 sea, cuanto mayor sea I (¢), la probabilidad de contagio
sera mayor. Este hecho se traduce matematicamente en
las siguientes leyes:

S —fen, S =fes

donde dTS y % representan la tasa de variacion instanta-
nea de?as dos poblaciones S (t) e I (t)ylafuncion JC(S,I)
depende de cada enfermedad.



Uno de los grandes retos de la modelizacion es deter-
minar para cada enfermedad o caso la funcion 3( Hay
algunos rasgos generales de f, como por ejemplo, que Jf
debe ser creciente en ambas variables. El modelo mas
simple es:

fs. =pIs

y el término Bl recibe el nombre de ,
donde la constante f3 es la tasa de contacto por suscepti-
bley por infectado. En este caso se tiene:

dI
G =BNN-DI

que es una ecuacion conocida con el nombre de logisticay
que, una vez resuelta, indica que la epidemia se extende-
ra hasta infectar a toda la poblacidn. Esto es as{ porque
hemos supuesto que un individuo, una vez infectado, per-
manece en ese estado para siempre. Pero este sencillo
modelo, conocido por Modelo SI, no siempre sirve para
describir las epidemias, y en muchos casos hace falta in-
troducir otros factores y grupos para adaptar el modelo
alas distintas enfermedades y casos.

Sipor ejemplo un infectado puede curarse, entonces ten-
dremos el Modelo SIS:

S—>1-S
con
ds dl
T =fsh+gm, 5-=fSDH-gm,

donde el término g(I) es larecuperacion de los enfermos.
Por ejemplo g(I) = yI siendoy la tasa de recuperacion. El
modelo es ahora mas elaborado y dificil de resolver. Una
cantidad que juega un papel muy importante es el indice
reproductivo basico, que es el nimero de contactos es-
perado por parte de un infectado, y se cuantifica:

Ro =ﬁN

Y

de manera que si Ry < 1, entonces la epidemia desapare-
cerd, perosi Ry> 1, entonces la enfermedad sera endémi-
ca, de ahi la importancia de determinar R, para distintas
enfermedades y poblaciones.

2.1 MODELOS MATEMATICOS DE LAS EPIDEMIAS

Ademas de las poblaciones S e I en otros casos es nece-
sario distinguir las siguientes poblaciones:

*E (expuesto a la enfermedad pero todavia no infecta-
do).

*R (recuperado; no estdinfectado ya sea porque ha ad-
quirido inmunidad, aislamiento o muerte).

* P (portador; en algunas enfermedades uno puede es-
tar infectado pero no manifestar ninguin sintoma de la
enfermedad durante mucho tiempo o incluso durante
toda la vida).

Ademas hay que tener en cuenta si la infeccidn esta cau-
sada por un virus (como en la rubeola), por una bacteria
(tuberculosis), un protozoo (malaria), un parasito (tenia),
o incluso artrépodos (garrapata). Asimismo, conviene
distinguir, tal y como ya se indicd, entre epidemias y en-
demias.

De esta manera se puede introducir el Modelo SIR:

S—->1I-R

dS dl dR
@ = PIS g =BIS v g =y

en el que también juega un papel fundamental el parame-
troR,.

Si se quiere incorporar, por ejemplo, la edad (e), habria
que considerar S(e, t), I(e, t), R(e, t), que darian las po-
blaciones de susceptibles, infectados y recuperados de
edade enelinstante t. Ahora la dinamica vendria dada por
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales.

Si consideramos la poblacién P -portadora- que en al-
gunas enfermedades como la tuberculosis puede ser de
gran relevancia, tendriamos un modelo mas complejo,
pero mas adecuado para algunas enfermedades. En otros
casos se necesita considerar la poblacion E -expuestos-
y se considera el Modelo SEIR.

S>E->I-R

con cuatro ecuaciones.

Si se vacuna un cierto grupo de la poblacion denotada
por V, tendriamos otra ecuacién mas que enriquece la
dinamica. Tradicionalmente se vacuna a los nifios cuan-
do alcanzan cierta edad, pero recientemente se ha
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considerado la estrategia de vacunar de forma periddi-
ca, un grupo amplio de la poblacion. Los modelos mate-
maticos indican que puede ser una estrategia adecuada
para erradicar ciertas enfermedades y ya se ha imple-
mentado la llamada vacunacion por impulsos en algunos
casos con buenos resultados.

Diccionario de la Lengua Espafiola (2001, 222 ed.). Real
Academia Espafiola.

Disponible en http://lema.rae.es/drae/.

Bernoulli, D. (1766): "Essai d'une nouvelle analyse de la
mortalité causée par la petite vérole, et des avantages
de l'inoculation pour la prévenir". Mémoires de mathéma-
tiques et de physiques tirés des registres de [Académie
Royale des Sciences de l‘année 1760, pp. 1-45. Paris: His-
toire de [Académie Royale des Sciences.

Trabajo original de Daniel Bernoulli donde demostraba
teodricamente las ventajas de la inoculacion.

Diekmann O. y Heesterbeek J. A. P. (2000): Mathemati-
cal epidemiology of infectious diseases: model building,
analysis and interpretation. Hoboken, New Jersey: John

Wiley & Sons.

Monografia muy completay de gran calidad sobre los dis-
tintos aspectos de la epidemiologia matematica.

FECYT (ed.) (2010): Nanociencia y nanotecnologia. Entre
la ciencia ficcion del presente y la tecnologia del futuro.
Madrid: FECYT.

Unidad didactica de la Fundacion Espafiola para la Cien-
ciay laTecnologia, analoga a esta, sobre nanotecnologia.

Gao, S., L. Chen, J. J. Nieto y Torres A. (2006): "Analysis
of a delayed epidemic model with pulse vaccination and
saturation incidence". Vaccine, vol. 24, n° 35-36, pp. 6037-
6045.

Articulo técnico donde se plantean y desarrollan las ven-
tajas de la vacunacién por impulsos.

Kermack, W. 0.y McKendrick, A. G. (1927): "A contribution
to the mathematical theory of epidemics". Proceedings
of the Royal Society of London, ser. A, vol. 115, pp. 700-721.

Primer trabajo original de los autores donde sentaron las
bases de los modelos matematicos de los procesos epi-
démicos.

d'Onofrio, A. (2002): "Stability properties of pulse vacci-
nation strategy in SEIR epidemic model". Mathematical
Biosciences, vol. 179, n°1, pp. 57-72.

Trabajo técnico sobre la vacunacion por impulsos.

Murray, J. D. (1989): Mathematical biology. Berlin: Sprin-
ger-Verlag.

Monografia clasica sobre los aspectos basicos y mas
avanzados de la biologia matematica.

LIBROS
Defoe, D. (1722): Diario de la peste.

Varias editoriales han editado en castellano esta obra,
considerada como una de las mas importantes de la lite-
ratura inglesa de todos los tiempos. En ella Daniel Defoe
relata de forma escalofriante los horribles acontecimien-
tos que coincidieron con la epidemia de peste que asolo
Londres y sus alrededores entre 1664 y 1666.

Camus, A.(1947): La peste.

La obra relata cdmo unos doctores descubren el senti-
do de la solidaridad al realizar su labor humanitaria en
la ciudad de Oran mientras su poblacidn es asolada por la
enfermedad.

Matheson, R. (2007): Soy leyenda. Barcelona: Ediciones
Minotauro, col. Pegasus (ed. orig.: 1954).



Una de las obras mas célebres de su autor, Soy leyenda
describe la agonia de Robert Neville, superviviente de
una pandemia provocada por una guerra bacterioldgica
que ha convertido a sus habitantes en zombis. La nove-
la sirvid de inspiracién a George A. Romero, autor de un
clasico del terror, La noche de los muertos vivientes.

PAGINAS WEB

http://webadventures.rice.edu/stu/Games/Espanol.
html. Videojuego en el que los Reconstructores resuelven
distintos casos de epidemias.

http://www.disease-detectives.org/. Pagina inicial de los
detectives de enfermedades que incluye diverso mate-
rial didactico, entre otros, un juego de mesa.

http://epi-teacher.org/dd/disease-detectives_es.pdf. Cémic
en el cual los protagonistas, dos nifios de 11y 12 afios, los de-
tectives de enfermedades, resuelven su primer caso.

http://www.montclair.edu/Detectives/. Pagina de la Uni-
versidad de Montclair para la formacidn en epidemiolo-

2.1 MODELOS MATEMATICOS DE LAS EPIDEMIAS

gla y que permite desarrollar un curriculo en epidemiolo-
gia. Muy util para profesores.

http://www.isciii.es/ISClll/es/contenidos/fd-servicios-
cientifico-tecnicos/fd-vigilancias-alertas/fd-enferme-
dades/sida.shtml. Documentos de la pagina oficial del
Instituto de Salud Carlos IIl. En concreto esta web contie-
ne alertas médicas sobre el SIDA.

PELICULAS

Contagio (Steven Soderbergh, 2011). Esta pelicula, de cor-
te muy realista, narra cémo, de repente, un virus mortal
se propaga por todo el mundo diezmando la poblacion.

Soy leyenda (Francis Lawrence, 2007). Adaptacion de
la novela homonima escrita por Richard Matheson en
1954. Una doctora modifica genéticamente el virus de
la viruela para tratar de encontrar una cura para el can-
cer. Elvirus muta, generando una pandemia mundial que
convierte a la humanidad en zombis. jUn hombre es el
Unico superviviente!
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LAS MATEMATICAS
DE LA EVOLUCION
Y LA BIODIVERSIDAD

Marta Casanellas






Eneste capitulo se presenta el fendmeno de la vida como
uno de los grandes retos de la ciencia y se pretende con-
tribuir a su comprension. Para ello la autora presenta la
reconstruccion del drbol de la vida, es decir, el estudio
del proceso evolutivo de las especies vivas en el planeta
Tierra, mediante el empleo de herramientas matemati-
cas junto con la identificacion de las caracteristicas de
especies y de sus genomas.

Elcapitulo comienza caracterizando la filogenéticacomo
la disciplina que se dedica a la reconstruccion y analisis
del proceso evolutivo. La primera parte de este capitulo
presenta las nociones filogenéticas iniciales y es de gran
interés para estudiantes de bachillerato, ya que muestra
grafos matematicos sencillos que modelizan con clari-
dad los conceptos darwinianos. Darwin afirmd que todas
las especies terrestres tienen un ancestro comun, y para
representar el transcurrir de la evolucién introdujo un
grafo que mostraba esa evolucidn, al cual llamo arbol fi-
logenético. Lasramas del arbol sonlas distintas especies
que surgen de un mismo nodo; los extremos del arbol, las
hojas, son las especies que actualmente existenenla Tie-
rray cuyos vertices o nodos internos representan ances-
tros comunes a algunas de estas especies.

A continuacion se presenta la filogenética como un area
de constante interaccidon entre matematicas, estadi(s-
tica, biologia e informatica. La autora nos recuerda que
las aplicaciones reconstruyen el pasado, se aplican para
la deteccion de genes dentro del genoma; en epidemiolo-
gla, para el estudio del origen de virus; en ecologia, para
el estudio de la biodiversidad y la clasificacion de nuevas
especies; y también en lingtiistica, para la clasificacion de
lenguas.

Elestudio de las relaciones entre especies (filogenética)
se basaba hasta fechas recientes en los caracteres mor-
fologicos y fisioldgicos de las mismas; en la actualidad

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensefianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Educacion Secundaria Obljgatoria).

se basa en la evolucion molecular, gracias a la posibilidad
de secuenciar proteinas y moléculas de ADN y encontrar
similitudes entre ellas. Pero para tratar con la gran can-
tidad de datos disponibles se hizo necesario encontrar
fundamentos matematicos mas sélidos paramodelar los
procesos; se trata pues de una rama cientifica, moderna
y en expansion. La segunda parte del capitulo utiliza no-
ciones mas avanzadas, no asequibles a los estudiantes
con caracter general, pero que sirven para mostrar la
complejidad de los problemas de las bases genéticas de
la teoria evolutiva y sirven para estimular la curiosidad
de profesoresy alumnos motivados. Algunas de las cues-
tiones y métodos que se presentan estan aun en discusion
y forman parte de temas abiertos en ciencia avanzada.

Con la nueva informacion aportada por los estudios ge-
néticos, las herramientas matematicas adquieren mayor
potencia en el estudio de las especies. La combinatoria
permite discutir y calcular el nimero de arboles posibles
que relacionan tres o mas especies, lo cual contribuye al
estudio de su evolucion. El método de distancias, en el
que la distancia mide la diferencia entre dos secuencias
de ADN, utiliza técnicas de recuento de regularidades y
combinaciones de secuencias, para lo cual habria que te-
ner también en cuenta los cambios ocultos que se hayan
producido entre ellas durante la evolucion. Los modelos
probabilisticos de Markov contribuyen a mejorar el estu-
dio matematico de la evolucion.

Mostrar a los estudiantes de bachillerato las bases técni-
cas y conceptuales de la evolucion, de los descubrimien-
tos que la avalan, de las disciplinas que las sustentan y
de las bases matematicas con las que se abordan es una
aportacion central para la formacion intelectual de los
estudiantes de estos niveles. Son ocho las asignaturas
de bachillerato vinculadas con este capitulo, en sumayo-
ria paraun solo contenido, pero en cada una de las cuales
sonde interés lainformaciény las preguntas planteadas.






La particularidad mas importante del planeta Tierraes la
vida que alberga. Entender el fendmeno de la vida es uno
de los grandes retos de la ciencia. En particular, para des-
cribir el proceso de formacion desde el primer organismo
unicelular hasta la diversidad de especies que habitan el
planeta actualmente se necesitan recursos cientificos
de muchas disciplinas. En este capitulo abordaremos el
problema de la reconstruccion del , que
explica el proceso evolutivo de todas las especies vi-
gentes en el planeta Tierra a partir de la informacién que
tenemos al alcance: las caracteristicas de los grupos de
especies y sus genomas. Queremos entender qué grupos
de especies aparecieron en cada momento del proceso
y cuando se produjo cada evento de creacion de nuevas
especies.

A principios del siglo XX, se estudiaban para ello las
caracteristicas morfoldgicas de las especies, pero esta
disciplina dio un giro importante en los afios sesentay
setenta con la llegada de datos moleculares y, mas re-
cientemente, con la secuenciacidon de genomas. Ya en
los afios setenta se produjeron las primeras incursiones
de las matematicas en , el area que se de-
dica a la reconstruccioén y analisis del proceso evoluti-
vo. Pero no ha sido hasta el comienzo del nuevo milenio
cuando la gran cantidad de datos disponibles ha hecho
necesarios fundamentos matematicos para modelar
estos procesos.

Hoy en dia la filogenética es un area de constante inte-
raccion entre las matematicas, la estadistica, la biologia
y la informatica. Sus aplicaciones no solo se cifien a la re-
construccidon del pasado sino que se aplican en gendmica
(para la deteccion de genes dentro del genoma), epide-
miologia (para el estudio del origen de los virus), ecologia
(para el estudio de la biodiversidad y la clasificacion de
nuevas especies), o incluso en lingiiistica (para la clasifi-
cacion de lenguas).

Empezamos este capitulo con una introduccién a la
nocion matematica de . Seguida-
mente estudiamos la cantidad de arboles filogenéti-
cos y la posibilidad de definir distancias entre espe-
cies. Finalmente se muestran dos de los métodos de

reconstruccion filogenética mas usados hoy en dia.
Las nociones matematicas avanzadas requeridas
para entender el capitulo son solo el factorial de un
numero natural y el logaritmo.

La teoria de la evolucion de Darwin afirma que todas las
especies terrestres tienen un ancestro comun. El mismo
Darwin representd la evolucion enun arbol llamado arbol
filogenético. Matematicamente hablando, un arbol es
un grafo (es decir, un conjunto de vértices unidos entre
si por aristas) conexo y sin ciclos, tal como aparece en la
figural.

raiz

N

ramas

-« hojas

Figura 1. Representacién matemdtica de un drbol, con la raiz arriba y las hojas
abajo. Las ramas del drbol corresponden a las aristas del grafo. En esta figura
contamos cuatro ramas y cinco vértices. Las hojas unidas por las ramas en gris
forman .Imagen: Marta Casanellas.

Un arbol filogenético es pues un arbol cuyas hojas es-
tan etiquetadas con nombres de especies que actual-
mente existen en la Tierra y cuyos veértices internos
representan ancestros comunes a estas especies. En
la figura 2 se muestra un arbol filogenético pintado por
Darwin, y en la figura 3 se puede ver un arbol filogené-
tico del grupo de los hominidos.

Hasta los afios sesenta, el estudio de las relaciones
ancestrales entre especies (desarrollado por la filoge-
nética) se basaba en caracteres morfoldgicos y fisio-
légicos de las especies, pero desde que se ha tenido
posibilidad de secuenciar proteinas y moléculas de
ADN se basa en la evolucién molecular. En las molécu-
las de ADN del nticleo de las células esta codificada la
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Figura 2. A la izquierda, Charles Darwin (1809-1882). Autor: J. Cameron. Fuente: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Charles_Darwin_01.jpg. A la derecha, drbol filo-
genético pintado por Charles Darwin en su cuaderno “Transmutacién de las especies” Fuente: Departamento de inglés de la Universidad de Georgia.

| PLATIRRINDS CATARRINOS
e e e

' . HOMINDIDES
AlF ) HOMIWIDD
&0, '
MILLONES DE ANOS  J -
:I él l : 5

RECIENTE _ O 1|
PLEISTOCEND —  pposimios moMOS MONOSDEL | GCIBOM ORANGUTAN GORILA CHIMPANCE  HUMAND

PLIOCEND - 10 M#O0ERNDS DELNUEVO N \VIEID MUNDO \ B

o e e \ g
MIDCEND \ \ N _
20 \ LY Vi PROCONIUL AFRICANLIS

oluGocenD | 30
I 40 )
Figura 3. Arbol filogenético
0 de los hominidos. Autor: Levin
o L Luciano. Fuente: http;//www.

Y PRIMERDS [+3
PALEOCEND JC = PAMERCE 31) educ.ar/dinamico/UnidadHt-

"{—'niusnmos PRIMITIVOE ml_get_7f39cd5d-c843-11e0-
808c-e7f760fdag40/index.htm.

EDCEND




2.2 LAS MATEMATICAS DE LA EVOLUCION Y LA BIODIVERSIDAD

informacion hereditaria de un organismo: el genoma
(figura 4). El primer genoma de una especie eucariota
fue secuenciado en 1996, y desde entonces la cantidad
de especies cuyo genoma ha sido secuenciado sigue
aumentando rapidamente. Hoy en dia hay unas 180 espe-
cies eucariotas secuenciadas, entre las que se encuentra
la especie humana, secuenciada en el afio 2001 (aunque la
secuencia no fue completa hasta 2006). Elgenoma de las
especies secuenciadas esta publicamente disponible en
www.ensembl.org, entre otras paginas web.

Las moléculas de ADN estan formadas por cuatro tipos de
nucledtidos: adenina, citosina, guaninay timina, que deno-
taremos por A, C, G, y T, respectivamente. Puesto que las
moléculas de ADN tienen estructura de doble hélice y los
enlaces estan formados por A-Ty C-G, para dar una molé-
cula de ADN solo hay que dar la secuencia de nucleotidos

Figura 4. Grdfica del genoma humano. Fuente: http;//genomicscience.energy.gov.

de unade sus cadenas. Por ejemplo la secuencia ACTT de-
nota lamolécula de ADN formada por estos nucledtidos y
sus correspondientes en la otra cadena: TGAA.

La evolucién de una especie se traduce en cambios en su
genoma: supresion e insercidn de nucledtidos y mutacio-
nes (también llamadas sustituciones) de nucledtidos.

¢Cada cudnto tiempo hay una mutacién
en el genoma? Depende de la especie de
la que estemos hablando. Por ejemplo, en
humanos se estima que la razén de mu-
tacion es de unos 130 nucledtidos por ge-
neracién (dentro de los 3.200 millones de
pares de nucledtidos que contiene el ge-
noma humano).

La filogenética no es solo relevante para el estudio de
la evolucidn sino también para sus aplicaciones en la
deteccion del origen de virus, o para encontrar genes
en la especie humana por comparativa con las otras es-
pecies.

Hasta los afios ochenta se crefa que los chimpancés y los
gorilas estaban mas relacionados entre ellos que con
los humanos (figura 5(a)), pero en 1990, a partir del es-
tudio de la evolucién molecular, se propuso la relacion

ancesiro

Humano Chimpancé Gonla Garila

ancestro

Chimpance

ancesira

L1-]

Humana  Chimpancé Gerila Humano

Figura5. Los tres posibles drboles filogenéticos relacionando gorila, chimpancé y humano. El érbol (a) era considerado el correcto hasta 1990, pero hoy en dia sabemos
que las relaciones evolutivas de estas especies vienen representadas en el drbol (b). Autora: Marta Casanellas.
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evolutiva representada en la figura 5(b), que es la acepta-
da hoy en dia, en la que son el chimpancé y el humano los
que presentan mayor relacion.

Figura 6 a. Lémur de cola anillada (Lémur
catta). Fuente: http://www.lafotogratis.
com/Animales/Lemur-Cola-Anillada.jpg/
foto.html9%5D%5Bimg%5Dhttp://www.
lafotogratis.com/fotos/199-6/Lemur-
Cola-Anillada.jpg.

Figura 6 b. Macaco de Sri Lanka (Macaca
sinica). Autor: BluesyPete. Fuente: http;//
frwikipedia.org/wiki/Fichier:Macaque_%-
(C3%A0_toque_- Femelle.JPG.

Figura 6 c. Tarsero filipino. Fuente: http;//
enwikipedia.org/wiki/File:Tarsier_Hugs_
Mossy Branch,jpg.

Pero ;cdmo se puede deducir el arbol filogenético solo
a partir de las especies actuales? Por ejemplo, basando-
nos en las tres secuencias de la figura 6 pertenecientes
a los primates [émur, macaco y tarsero, ;cudl seria arbol
filogenético de estas tres especies?

Primero tenemos que preguntarnos cuantos arboles po-
sibles hay que relacionen las tres especies. Si los arbo-
les los pensamos con una ra{z que representa el ances-
tro comun a todas las especies del arbol, los pintamos
con laralzarribay asumimos que cada especie ancestral
ha dado lugar exactamente a dos especies posteriores
(estos arboles se llaman binarios). Entonces hay tres
arboles posibles de tres especies, como se muestra
en la figura 5. Pero gy si tuviéramos cuatro especies?
Claramente la cuarta especie se podria afiadir a una
rama del arbol de tres especies, o podria haberse
especiadoantesdelgrupodetresespecies, asiparacada
arbol de tres especies obtenemos cinco arboles de
cuatro hojas, lo que da lugar a un total de 15 arboles
de cuatro especies (figura7).

Para generalizar este argumento y encontrar el numero
de arboles binarios con raiz para cualquier nimero de
especies, hay que contar primero cuantas ramas tiene
un arbol de n hojas. Esta claro que los arboles de tres
hojas tienen cuatro ramas, y que cuando afiadimos una
nueva especie se crean dos nuevas ramas. Luego los

1 : a3 1 2 14

Figura 7. Los cinco drboles de cuatro especies que se consiguen afiadiendo una cuarta
hoja al drbol de tres especies 1,2y 3, que tiene 2y 3 formando cerezas (figura). Autora:
Marta Casanellas.
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arboles binarios conraiz de cuatro especies tienen seis
ramas, los de cinco tienen ocho, etcétera, y en general
un arbol de m especies tiene 2(m-1) ramas.

Con esto ya podemos calcular el nimero de arboles de
cualquier nimero de especies. Por ejemplo, hemos visto
que hay 15 arboles posibles de cuatro hojas, y para cada
uno de ellos tenemos siete posibilidades para afiadir
una nueva especie (seis correspondientes a las ramas y
una descendiendo por encima de la raiz), asi habrd 7-15
= 7-5-3-1=105 arboles posibles de cinco especies. Para
seis especies, habra 9-105 = 9-7-5-3-1 = 945 puesto que
los arboles de cinco especies tienen ocho ramas y hay
también la posibilidad de colocarla descendiendo por
encima de la raiz. Por induccién podemos deducir que
el nimero de arboles binarios con raiz de n especies
es (2n-3)*(2n-5)*(2n-7)*...*3*1. En efecto, 2n-3 = 2(n-
2)+1 es elnimero de posibilidades de colocar unanueva
especie en un arbol que tiene n-1 especies (y por tanto
2(n-2)ramas). La cantidad (2n-3)*(2n-5)*(2n-7)*...*3*1
se llama doble factorial, y se denota por (2n-3)!! Asi,
si m es un numero natural, su doble factorial es m!! =
m-(m-2)-(m-4)-... hasta llegar a1 si m es impar o a dos
simes par.

Como hemos observado con los ejemplos de tres, cua-
tro, cincoy seis especies, el nimero de arboles posibles
aumenta muy rapidamente. A continuacion ponemos
una tabla para mostrar el crecimiento (mds que expo-
nencial) del nimero de &rboles. Para tener una idea de
las cantidades de que estamos hablando podemos te-
ner en cuenta, por ejemplo, que el nimero de protones
del universo es del orden de 10%. Como consecuencia,
para 20 especies 0 mas no sera posible comprobar to-
das las posibilidades de arboles que podrian formar,
sino que hay que usar alternativas para encontrar el ar-
bol mas plausible.

Teniendo en cuenta la cantidad de arboles posibles que
hay para cada nimero de especies, habra que introducir
métodos mas sofisticados para estudiar su evolucion.
Veremos ahora cuales son los métodos mas usados
para encontrar el arbol filogenético de las especies da-
das por secuencias de ADN. Hay dos tipos de métodos,
unos bhasados en establecer distancias entre secuen-
cias de ADN y los otros directamente basados en los
caracteres de secuencias.

EJERCICIO

Completa la siguiente tabla:

NUMERO NUMERO
DE ESPECIES DE ARBOLES
3 3
4 15
5 105
6 945
7
8
9
10 34.459.425
20 8,200
30
40
50 2,75107®
60 5.8610%
70
80 3,4310™°

Se determina previamente lo que en filogenética se
llama una (aunque no corresponde
a una métrica matematicamente hablando) como una
magnitud que mide la separacion entre secuencias. Por
ejemplo, si consideramos las tres secuencias de la figu-
ra 6, podriamos establecer que la distancia entre [émur
y macaco es ocho, puesto que sus secuencias difieren
en ocho nucledtidos, entre [émur y tarsero es cuatro,
y entre macaco y tarsero es siete. Basandonos en es-
tas distancias podriamos deducir que [émur y tarsero
son las especies mas cercanas y formarian cerezas en
el arbol que ha dado lugar a la evolucion de estas tres
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especies (es decir, formarian un arbol como el de la fi-
gura 5(a) cambiando humano por macaco, y chimpancéy
gorila por lémury tarsero, respectivamente).

Sin embargo, las diferencias entre las secuencias
de las especies actuales no tienen por qué reflejar
cambios que haya habido en las secuencias de sus
ancestros durante la evolucion. Asi, por ejemplo, la
secuencia TTGA enuna especie ancestral puede mutar
primeroa TAGAy luego a TCGA, acumulando asi dos di-
ferencias entre la especie ancestral y su descendiente
de las que solo podemos ver una diferencia a partir de
la secuencia inicial TTGA y la final TCGA. Es por ello
que para medir la diferencia entre dos secuencias de
ADN habria que tener también en cuenta los cambios
ocultos que se hayan producido entre ellas durante la
evolucién. Esto se hace mediante modelos matema-
ticos de evolucidn, usualmente los llamados modelos
probabilisticos de Markov.

Una vez se ha establecido un modelo de evolucion, la
distancia filogenética entre dos secuencias se define
como la cantidad que estima el maximo de verosimi-
litud de la cantidad de cambios acumulados entre las
dos secuencias durante la evolucion. Por ejemplo, para
el modelo evolutivo mas sencillo, el denominado mode-
lo de , el nimero de cambios esperados
(contando los cambios ocultos) entre dos secuencias

Fig. 8. Arbol filogenético de cuatro especies s1, 52, 53y s4 donde la distancia entre ellas
y sus ancestros se indica por el nimero situado encima de las ramas, representado
grdficamente por la longitud de las ramas. Imagen: Marta Casanellas.

de ADN es -3/4In(1-4p/3) sip es la fraccion de nucleoti-
dos distintos entre las dos secuencias. Esa cantidad se
[lama distancia de Jukes-Cantor.

EJERCICIO

Calcula las distancias de Jukes-Cantor para las se-
cuencias de la figura 6 y comprueba que dan 0,23
(lémur-macaco), 0,10 (lémur-tarsero), y 0,20 (maca-
co-tarsero).

Otro punto a tener en cuenta es que no siempre hay
que unir aquellas especies cuya distancia sea menor.
Por ejemplo, en el arbol filogenético de la figura 8 don-
de la distancia entre las dos especies de los extremos
de cada rama esta indicada por el nimero correspon-
diente, la distancia entre las especies s2 y s3 seria 0.6
(=0.1+0.2+0.2+0.1), mientras que la distancia entre las
especies s1y s2 que estan formando una cereza del ar-
bol es 0.7 (=0.6+0.1). El método mas usado en recons-
truccion filogenética, el (“union de
vecinos”), no junta aquellas especies que estan a menor
distancia sino aquellas que minimizan la distancia en-
tre ellas y maximizan la distancia a las otras especies.
Aungue se fundamenta en un resultado matematico (el
teorema de recolectar cerezas, cherry picking theo-
rem), para que este método funcione las distancias
tienen que ser adaptables aun arbol (salvo errores per-
mitidos).

EJERCICIO (NEIGHBOR-JOINING)

Tenemos cuatro especies sl, s2, s3, s4, cuyas dis-
tancias (calculadas de alguna forma) son d(s1,s2)
= 0.7, d(s1,s3) = 1.1, d(sl,s4) = 1.6, d(s2,83) =
0.6, d(s2,s4) = 1.1,y d(s3,s4) = 0.7. Definimos
R(s1,s2) como la suma de distancias de las es-
pecies sl y s2 a las otras especies del arbol (es
decir R(sl,s2) es d(sl,s3)+d(sl,s4)+d(s2,s3)+
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d(s2,54)). Analogamente definimos R(sl,s3),
R(s1,s4),R(s2,53), R(s2,54),y R(s3,s4). Elmétodo de
reconstruccion filogenética neighbor-joining junta
en el arbol las dos especies para las cuales el valor
R es mayor. Comprobad que en este caso, neigh-
bor-joining junta sl y s2. Estas distancias aparecen
representadas en la figura 8, asi que este método
reconstruye correctamente este arbol partiendo so-
lamente de las distancias entre las especies.

METODOS DE CARACTERES
DE SECUENCIAS:
MAXIMO DE PARSIMONIA

Elsegundo tipo de métodos se basa directamente en los
caracteres, es decir no usa la informacion de distancias
sino que trata conlas secuencias directamente. Este tipo
de métodos deberian ser mas acertados, pero como ve-
remos cuenta con desventajas importantes. El metodo
mas usado de este tipo es el maximo de parsimonia, que
se basa en el principio de que la naturaleza es parsimo-
niosa, es decir que el arbol filogenético preferido por la
naturaleza debe ser aquel que involucre el menor nimero
de cambios posibles.

Debate: El principio del método de maxi-
mo de parsimonia esta siendo muy deba-
tido actualmente. ;Es la naturaleza parsi-
moniosa? ;Td que crees? ;A la naturaleza
le dan pereza los cambios y tiene tenden-
cia a quedarse como esta?

Elmétodo de maximo de parsimonia asigna a cada arbol
filogenético un coste correspondiente al menor ndmero
de cambios necesarios a lo largo del proceso evolutivo
sobre el arbol para las secuencias dadas. Este método se
explica con unejemplo a continuacidn, y el algoritmo para
el calculo del coste se puede hallar en el libro de Allmanyy
Rhodes citado en la bibliografia.

ACG

31 52 53 54
TCA TGA ACG AGG

Supongamos que tenemos las secuencias de ADN sl:
TCA, s2: TGA, s3: ACG, y s4: AGG.
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Enelarbol que tienes1, s2 unidas en una cereza, se pue-
de probar que el minimo numero de cambios necesarios
en la evolucion para llegar a estas secuencias es cuatro.
En la figura mostramos una secuencia ancestral que mi-
nimiza los cambios necesarios.

Sin embargo, si el arbol junta las s1 y s3, entonces el me-
nor numero de cambios necesarios es seis, Ccomo Mos-
tramos en la figura. Asi, el coste del primer arbol seria
cuatro y el del segundo seria seis. Se puede demostrar
que, para todos los arboles posibles de cuatro especies,
elprimer arbol es el que tiene coste menor, luego este se-
ria el arbol escogido por el maximo de parsimonia.

La mayor desventaja de este método es que, aunque el
calculo del coste es sencillo, hay que efectuarlo para to-
dos los arboles posibles. Como hemos visto mas arriba,
el nimero de arboles aumenta de forma mas que expo-
nencial respecto al niumero de especies, lo que hace que
este método sea inviable para 20 especies o mas. Para
un mayor nimero de especies, hay variantes del método
que no avaluan el coste de cada arbol posible sino solo de
un subconjunto de arboles.

ning, cada uno de ellos con sus ventajas e inconvenientes.
Hay otros métodos también muy usados que se basan en
modelos probabilisticos de evolucién (como el modelo
de Jukes-Cantor mencionado antes) y luego usan herra-
mientas como la estimacion del maximo de verosimilitud
o0 los métodos bayesianos. Sin embargo, estas estrate-
gias, aunque podrian ser mas precisas para pocas espe-
cies, también tienen sus inconvenientes. El primero es
que, como el maximo de parsimonia, no son viables para
mas de veinte especies puesto que han de efectuarse
para cada arbol posible. El segundo es que los modelos
de evoluciéntambién se basan en hipotesis que no tienen
por qué ser ciertas (por ejemplo, que todos los nucleoti-
dos de una secuenciade ADN mutan a lamisma velocidad
o siguiendo el mismo arbol filogenético).

Hay programas de reconstruccion filoge-
nética disponibles en Internet, por ejemplo
T-REX en http://www.trex.ugam.ca/. Aun-
que se pueden usar libremente, es nece-
sario conocer bien el método que estamos
usando en cada momento. Pero no todos
los cientificos son rigurosos en este senti-
do, y pueden afirmar haber construido el
arbol de 133 secuencias por el método de
méximo de parsimonia (que ya hemos visto
que es imposible), como sucede en Cann et
al. Nature, 345 (1987), pp. 31-36.

OTROS METODOS

Hemos visto los dos métodos mas usados enreconstruc-
cion filogenética: maximo de parsimonia y neighbor-joi-

Debate. La mayoria de modelos evolutivos
usados hoy en dia suponen que la evolu-
cion es reversible. Esta hipdtesis es nece-
saria para poder, por ejemplo, tomar como
distancia entre dos especies actuales la
suma de distancias de las ramas entre una
y otra en el arbol filogenético. Pero ;por
qué razon tendria que ser la evolucidn
reversible? Esta es otra de las cuestiones
que los bidlogos debaten hoy en dia. ;Qué
opinas tu?

BIODIVERSIDAD

Otro aspecto relacionado con los arboles filogenéticos
es la biodiversidad. Se puede medir la biodiversidad de
un subgrupo de especies con la diversidad filogenéti-
ca, es decir, con la suma de longitudes de las ramas del
subarbol formado por estas especies. Las longitudes
de rama en un arbol filogenético representan la canti-
dad de mutaciones acumuladas durante la evolucion
entre las dos especies de la rama, asi que si un grupo
de especies estan separadas por ramas de muy poca
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longitud, serdn especies que no distan mucho de su
ancestro comun, es decir, no son muy diversas. Cono-
cer la diversidad filogenética es relevante a la hora de
adoptar medidas de preservacion de especies, puesto
que es preciso intensificar esta tarea en especies que
representen la biodiversidad del planeta. Asi pues, enla
filogenética no solo es importante describir la forma de
los arboles, sino también las longitudes de sus ramas,
que estiman la cantidad de mutaciones acumuladas en-
tre las especies o tiempo molecular. Estas cantidades
son proporcionales al tiempo astrondmico si las espe-
cies consideradas mutan a la misma velocidad.

A la vista de las dificultades de los métodos de recons-
truccion filogenética presentados, queda por ver como
se conseguira el proyecto de construir el arbol de la vida:
el arbol evolutivo que forman las entre cinco y cien millo-
nes de especies que habitan el planeta Tierra hoy en dia.

EJERCICIO

Consideramos cuatro especies de insectos cuya
filogenia ha sido muy discutida recientemente:
la mosca del vinagre (Drosophila melanogaster), la
mariposa o gusano de seda (Bombyx mori), el piojo
del cabello humano (Pediculus humanus), y la Men-
genilla moldrzyki (unos insectos parésitos de otros
insectos).

1. Buscaimagenes de estas cuatro especies. ;puedes
decidir cudl es su arbol filogenético?

2.Busca su arbol filogenético en Internet.

3.Si las siguientes secuencias fueran sus genomas,

T-

C C

C

usa la distancia de Jukes-Cantor y el método neigh-
bor-joining para encontrar el arbol filogenético que
formarian estas especies.
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Este libro de nivel avanzado explica todos los métodos
usados en filogenética hoy en dia. Es el libro de refe-
rencia para todos aquellos cientificos que trabajan en
filogenética.
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http://tolweb.org/tree/. Tree of life project (4rbol de
la vida) contiene mas de 10.000 péginas web con infor-
macion sobre biodiversidad, las caracteristicas de los
diferentes grupos de organismos y su evolucion. Es el
resultado de un esfuerzo colaborativo de biélogos y en-
tusiastas de la naturaleza de todo el mundo.

http://enwikipedia.org/wiki/Neighbor joining. Més in-
formacidn sobre la técnica de Neighbor joining para crear
arboles filogenéticos.

http://en.wikipedia.org/wiki/Maximum_parsimony_
(phylogenetics). Mas informacién sobre el principio de
maxima parsimonia.

http://www.pbs.org/wgbh/evolution/change/family/. All
in the family es una web interactiva en la que el usuario
debe de construir arboles de la vida con especies pro-
puestas.

http://www.wellcometreeoflife.org/interactive. Tree of
life interactive. Este recurso interactivo en licencia Crea-
tive Commons permite al usuario acercarse a los orige-
nes de la vida en la Tierra. Ofrece informacion sobre las
especies y muestra surelacion evolutiva.

CcOMIC

Byrne, E. y Gurr, S. (2013): Darwin: a graphic biography.
Washington: Smithsonian Books.
Biografia de Charles Darwin en forma de novela grafica.

DOCUMENTALES Y MATERIAL AUDIOVISUAL

Charles Darwin and the tree of life (2009). Documental
sobre Charles Darwin y su revolucionaria teoria de la
evolucion producida en 2009 por la BBC para conmemo-
rar el bicentenario del nacimiento del gran cientifico in-
glés. Disponible en http://www.bbc.co.uk/programmes/
boohdsmf. Versién reduciday libre en http://tolweb.org/
tree/home.pages/media.html.

The making of the fittest. Esta serie de cortos se ha
disefiado para mostrar a los estudiantes ejemplos
memorables de la evolucién en accion. Cada capitulo
esta producido por directores premiados e ilustra el
papel de la mutacidn y la seleccion natural en accidn.
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Disponible en http://www.hhmi.org/biointeractive/shor-
tfilms/index.html.

La voz de la evolucion (Noah Morowitz, 2005). Docu-
mental producido por A&E Network que relata la vida
de Charles Darwin, pasando por los momentos clave que
marcaron su biografia: desde los mas personales (como
la muerte de su hija y de sumadre, su matrimonio, etcé-

tera) hasta los cientificos (como la publicacion del Origen
de las especies). Disponible en http://asambleademaja-
ras.com/videos/detalle_video.php?idvideo=753.

La guerra de la ciencia (James Van der Pool, 2006). Pro-
ducido por laBBC, este documental de 49 minutos de du-
racion recoge el enfrentamiento constante entre ciencia
y religion por la teoria de la evolucion.
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Las sucesiones numeéricas son un tema matematico
destacable, ya que con su estudio se inicia a los estu-
diantes de secundaria en los procesos de abstraccion
y generalizacion. Es decir, al proporcionar tres o cua-
tro numeros naturales y preguntar ;cual es el siguien-
te?, se plantea un ejercicio considerable de abstrac-
cion a los estudiantes de estos niveles, ya que se esta
hablando de la regla que siguen, a la que se ajustan los
numeros proporcionados, identificados como prime-
ro, segundo, tercero, etcétera. Con ello se pregunta
por la estructura que comparten los numeros dados,
segun su posicion y, a continuacidn, se pide construir
un nuevo numero, el siguiente, que comparta esa mis-
ma estructura con los anteriores en funcién también
de su posicion.

La generalizacion presenta un mayor nivel de exigencia
y surge con la pregunta: scudl es el término general? Es
decir, se pide expresar laregla, la ley que comparten los
numeros proporcionados y cualquier otro que se rela-
cione con ellos seglin laregla inferida en el primer paso
de abstraccién. La generalizacidon supone expresar
cualquier término en funcion, en cada caso, de la posi-
cion que dicho término ocupa, esto es, escribir el térmi-
no general como funcion de su posicidn enésima.

Las sucesiones son la expresion de cambios discretos
que estan dados por los valores sucesivos que tomauna
funcion cuya variable son los nimeros naturales.

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

Entre los tipos de leyes que siguen las sucesiones
destacan las leyes de recurrencia, entre las cuales se
encuentra la llamada sucesion de Fibonacci.

Conocemos familias de fenémenos de crecimiento que que-
danmodeladas por la sucesion de Fibonacci. Estos fendme-
nos son conocidos desde antiguo y se encuentran en docu-
mentos histdricos. Soninteresantes porque los fenomenos
que modelan se pueden descubrir en el arte y encontrar en
la naturaleza, donde contribuyen a entender la filotaxia o
reglas del crecimiento de algunas especies vegetales.

También la sucesion de Fibonacci esta relacionada con
la proporcion durea que surge de la divisidn de un seg-
mento s en dos partes, X y s-x, tales que la razén entre
el segmento total y la parte mayor es igual a la razén
entre dicha parte mayory la menor: s/x = x/s-x

Desde antiguo son conocidas importantes figuras y
propiedades geométricas ligadas a la razén aurea. La
presencia de la razon aurea en la naturaleza y en el arte
es igualmente muy ubicua y su localizacién en la histo-
ria proporciona ejemplos de interés. En este capitulo se
muestran algunos casos importantes de esas figuras y de
las relaciones implicadas, que pueden seguirse facilmen-
te con un nivel medio de conocimientos matematicos.

Las materias curriculares vinculadas con este capitulo
comprenden también las asignaturas de Matematicas
de educacion secundaria obligatoria, razon por la cual
las hemos incluido en el listado de materias vinculadas.






Algunas veces la propia naturaleza inspira a los mate-
maticos en sus definiciones y desarrollos. Por ejemplo,
las ecuaciones diferenciales fueron inicialmente trata-
das por Newton para estudiar el movimiento planetario.
Su estudio continud a medida que se afianzo su utilidad
en las ciencias naturales, especialmente en la fisica, con
problemas importantes como la ley del movimiento de
Newton, las ecuaciones de Euler para la hidrodinamica, la
ecuacion de calor de Fourier, etcétera.

Pero también sucede de manera opuesta. De repente,
por sorpresa se observa en la naturaleza una construc-
cion matematica ideada de manera abstracta en el pen-
samiento de un investigador. Asi sucede con la

de Fibonaccio en las simetrias de las plantas.

El crecimiento en la naturaleza parece estar dictado por
patrones matematicos: desde el nimero aureo que se
distingue en la estructura de una caracola, hasta la tasa
de crecimiento de los tallos de las plantas. Todo son nu-
meros. Observar estas curiosas apariciones de las mate-
maticas en la naturalezanos ayuda a observar el universo
con otros ojos y a apreciar la belleza que destila el orden
invisible bajo el aparente caos.

En este capitulo estudiaremos algunos de los objetos
matematicos que de manera mas recurrente se reflejan
en el planeta Tierra: la serie de Fibonacci, el nimero au-
reo, etcétera, mostrando el contexto en el que se idearon
tanto enlamente del pensador como en las formas en las
que aparecenreflejadas en la naturaleza.

Sinos plantearan enun test de logica la siguiente serie
1,1,2,3,5,8,13...,
y nos preguntaran ;cual es el nimero que sigue a esta se-

cuencia?, quizas muchos encontraramos como posible
regla de formacion, la siguiente:

“Para obtener el nimero buscado sumo los dos términos
que le preceden”.

As{, nuestra solucidn seria el nimero 21 y podriamos se-
guir indefinidamente, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144,233,377, 610,987, 1597, 2584,418]1...

Matematicamente, esta regla de formacidn de términos
se escribe como

fn= fn-1+j:n-2’ n23’
con 3(1=1 y Jf2=1.‘

Esta serie de nimeros puede parecer una mas de las que
surgen en la retorcida mente de examinadores y evalua-
dores. Sin embargo, detras de ella se esconden infinidad
de propiedades a cual mas bellay sorprendente; muchas
relacionadas, como veremos, con patrones de crecimien-
to en lanaturaleza.

Originariamente, la secuencia aparece en un problema de
reproduccion de conejos que, libremente transcrito, nos
dira:

“Unhombre pone una pareja de conejos, machoy hembra,
enun recinto vallado. Sabiendo que estos paren una vez
cada mes, que los nacidos también son macho y hembra
y que, a su vez, estos empiezan a parir al segundo mes de
sunacimiento, calcular el nimero de parejas que habra al
cabo denmeses”

Larespuesta, si lo pensamos un poco, nos la da el térmi-
no n-ésimo de la sucesion que anteriormente habiamos
presentado. El problema anteriormente descrito del
crecimiento de la poblacion de conejos aparece como un
ejercicio del Liber Abaci escrito en1202 por Leonardo de
Pisa, mas conocido como

1. Otra sucesion interesante surge tomando lamismaleyL=L  +L , , n=3,
peroconL =1y L, = 3.Se obtiene asi la sucesién de Lucas 1, 3,4, 7, 11, 18,
29,47,76,123...
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LeonardodePisa(1170
-1250) era hijo de un
mercader y diplomati-
co llamado Bonacci. De
ahi el apodo de Fibo-
nacci (filius Bonacci)
por el que se le conoce.
El trabajo de su padre
le ayudd a viajar por
el préoximo Oriente, lo
que le permitio cono-
cer el sistema hindo-a-
rabico para escribir los numeros. Es decir,
el sistema posicional con diez digitos con
un simbolo parael cero:1234567890

Fibonacci. Fuente:
http://en.wikipedia.org/wiki/
File:Fibonaccijpg.

En su libro el Liber Abaci o Libro del aba-
co describe las reglas de la suma, resta,
multiplicacién y divisién con el nuevo
sistema numeérico, en contraposicion, al
sistema basado en los numeros roma-
nos y al calculo con abaco usado por los
mercaderes de entonces. Ademas, el libro
aborda problemas de teoria de numeros,
como criterios de divisibilidad, descom-
posicién en factores primos y el ya refe-
rido problema de crecimiento de la po-
blacién de conejos.

LA RAZON AUREA
Y LA SUCESION DE FIBONACCI

En 1753, el matematico Robert Simson (1687-1768), pro-
fesor de la Universidad de Glasgow, observd que, aunque
los numeros de Fibonacci crecian en magnitud, el cocien-
te de dos términos consecutivos tiende hacia uno de los

mas famosos niimeros de las matematicas, la
.Asi, tenemos que:

Ay 25 3 0535 2 666
] 1 2 3

3 16 B o165 2L 615

5 8 13

Matematicamente, lo que intentamos calcular es
fut1

n

lim

n—oo

Suponiendo que existe este limite, es facil deducir cual
debe ser su valor. Para ello, si llamamos ¢ al valor de di-
cho limite, llegamos a que

¢=nmiﬂ=nmiiiﬁ=1+nm£5=1+i_

n—-oo n-oo n—oo f (b

n n n

0, de otro modo,

que despejando, nos da la ecuacion cuadratica ®?-P-1=0,
cuya solucion positiva es

vy

_ (12& ~ 1.61803398

Este numero @ que, como vemos, esta intimamente ligado
con la sucesion de Fibonacci, era conocido por matemati-
cosy artistas mas de mil afios antes. Se le llama de muchos
modos:

Laletra griega phi, @, se utiliza en honor al famo-
so escultory arquitecto griego Fidias (490-430a. C.).

En los famosos de Euclides, escrito hacia el
300 a. C, ya encontramos referencias al numero de oro.
Los elementos constan de trece libros y en el sexto en-
contramos su definicion mas clasica:



“Se dice que una linea ABC esta dividida segun la propor-
cidn aurea (o razén extrema y media) cuando la relacion
de la parte mayor con la parte menor sea igual a la rela-
cion entre toda la lineay la parte mayor”.

¥

xX

Figura1: La proporcién durea. Autor: David Martin de Diego.

Expliquemos la anterior asercion usando las matemati-
cas, que siempre nos ayudan a ordenar las ideas. Si lla-
mamos x a la longitud del segmento AB ey a la longitud
del segmento BC tendremos que C divide al segmento
enrazon aurea si

X+y _x
x oy
esdecir,
1+2="
Xy

. x .
Si ahora llamamos — = ¢, obtenemos la ya conocida
ecuacion del nlimero a)e oro

1
]+$=¢

De esta Ultima expresion se deduce que

! 11 171 =[1,1,1,1,..]
1+$ 1-:_‘_]7
1+...

y as{podemos expresar ¢ como una fraccion continua en
la que solo aparece el nimero 1{Sorprendente y notable
expresion!
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Pero ademas, jno es la tnica! De la expresion ¢p?=¢ +1,
llegamos a que

O=V{140) =V (111 0) =V (1 (L T L)

No es de extrafiar que Johannes Kepler dijese que “la geo-
metria tiene dos tesoros; uno de ellos es el teorema de
Pitagorasy el otro es el numero de oro”

THMETICA GEOMETRIA PHQPDHTI%

a wucaraciou [TALIA 750

00° DELLA SUMMA DE ARI
YLITYNOILHOJOHd 13 |

FR

5

Fuente: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Luca Pacioli %28Gemaelde%
29.jpeg.

Luca Pacioli (1445-1517) fue un matema-
tico y monje franciscano italiano. Su obra
mas influyente fue Summa de aritmética
geometria proportioni et proportionalita,
publicada en 1494 y que supone un autén-
tico compendiode la matematica conocida
hasta el momento. En ella hace referencia
a la necesidad de lograr la proporcionali-
dad en la arquitectura. La referencia se
hace mas explicita en su libro De Divina
proportione, publicado en 1509, donde se
fijan las proporciones adecuadas para lo-
grar la belleza excelsa, que por supuesto
estan relacionadas con el numero ¢.

Luca Pacioli decia del nimero de oro o proporcion aurea
ensu libro De Divina proportione:
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"...Llamada asipor sus propiedades excelsas, supremas,
excelentisimas, incomprensibles, inestimables, innume-
rables, admirables, inefables, singulares.., que corres-
ponde por semejanza a Dios mismo".

Seria interminable enumerar las maravillosas propieda-
des que estan detras de este notable nimero. Destaca-
remos algunas mas en las proximas secciones que nos
seran Utiles en lo sucesivo.

EL NUMERO DE ORO
Y EL PENTAGONO REGULAR

En un pentagono regular con lado unidad, cada diagonal
tiene longitud @ y, ademas, cada dos diagonales que se
intersecan se dividen precisamente en la proporcion au-
rea; es decir,

BC
- ¢

L]

Figura 2. Nimero de oro en el pentagono reqular. Autor: David Martin de Diego.

EJERCICIO
EL RECTANGULO AUREO

Decimos que un rectangulo es
aureo si la razon o proporcio-
nalidad entre sus lados sigue
la razén aurea. Es decir, el co-
ciente entre la longitud mayor
y el lado menor es precisamente el nimero aureo.

Este rectangulo tiene una
propiedad muy interesante,
pues a partir de uno de ellos
se pueden construir nuevos
rectangulos aureos iterativa-
mente siguiendo un procedimiento muy sencillo. Asi,
si quitas un cuadrado de longitud del lado menor, en-
cuentras un nuevo rectangulo dureo en la parte que
nos queda.

Este proceso puede seguir hasta el
] infinito trazando una espiral cons-
truida a partir de rectangulos aureos.

ELANGULO AUREO

La definicion del nimero de oro como division de un segmento
en su proporcion durea también se puede extender a la circun-
ferencia. Asi, si dividimos una circunferencia de talmodo que

Figura 3. Angulo atireo. Autor: David Martin de Diego.

entonces, utilizando una simple regla de tres, llegamos a
que el angulo buscado es de 27/(1 + ¢) radianes, que es
aproximadamente, 137,5°. Veremos, mas adelante, como
este angulo en principio tan extrafio aparece de forma
recurrente en la naturaleza.



Es interesante observar que una manera de aproximarse
aeste angulo es la siguiente:

fo _3ggotim Sl 3600 1 Z 3600 1 13750

3600 lim
n—oo n-ooo
-fn+2 -fn+2/-fn+1 ¢2 1+¢

EL NUMERO AUREO
ES UN NUMERO IRRACIONAL

Podemos encontrar distintas familias destacadas den-
tro de los numeros, por ejemplo; nimeros naturales, (1,
2,3, 4...),numeros enteros(...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...),
numeros racionales que se presentan como razon o co-
ciente de dos enteros (-2/3, 0, 1, 4/5...) y nimeros irra-
cionales que no pueden expresarse como razon de dos
nlimeros enteros.

Veamos que el nimero ¢ pertenece a esta Ultima cate-
goria.Lodemostraremos usando lareduccion al absurdo,
un metodo de demostracion que presupone de inicio que
lo que queremos demostrar no es cierto y, entonces, se
llega a una contradiccion.

Asi, supongamos de inicio que el nimero ¢ no es irracio-
nal y, por tanto, es racional. Bajo este supuesto, podre-
mos expresar ¢ = —Z como una fraccién irreducible (es
decir, el unico divisor comun de numerador p y denomi-
nador q es 1) con q < p. Como el nimero ¢ verifica, por
definicion, ¢? - -1 =0, entonces (°)2—=2—-1=0. O,de
otro modo, p(p-q) = ¢*. Por tanto, p debe dividir a q’y,en
consecuencia, también a q. Asi, p debe ser igual a 1 pues
hemos supuesto que la fraccidn era irreducible. Del mis-
mo modo, la ecuacion p(p-q) = g* también se llega a que
q(p+q) = p*y con un razonamiento similar llegariamos a
que q =1. Esto significa que ¢ debe ser 1, pero obviamen-
te esta no es una solucion de la ecuacion d?> - b -1=0
llegando a una contradiccion. Por tanto, el nUmero ¢ es
irracional.

Lo mas curioso es que el nimero de oro ¢ es el nimero
mas irracional de todos, en el sentido de que se aproxima
muy mal por nimeros racionales (es decir, no vamos a en-
contrar aproximaciones tan buenas como son 22/7 para
elnimero o 7/5 para Va.

2.3 LAS MATEMATICAS NOS AYUDAN A CRECER

EL NUMERO AUREO
EN LA NATURALEZA

Como ya hemos advertido, el niumero aureo es un valor
muy especial que se encuentra tanto en algunas figuras
geomeétricas como en la naturaleza. Asimismo, se atri-
buye un caracter estético a los objetos cuyas medidas
guardan la proporcion aurea. A lo largo de la historia, se
ha atribuido su inclusién en el disefio de diversas obras
de arquitectura y otras artes, aunque algunos de estos
casos han sido cuestionados por los estudiosos de las
matematicasy el arte.

A continuacion veremos algunos ejemplos destacados

en los que aparece la sucesion de Fibonacci o la relacion
que esconden sus términos: el nimero aureo.

LA SORPRENDENTE FORMA
DE LAS CARACOLAS

Cuando contemplamos una caracola como la de la ima-
gen es imposible no sorprenderse por su belleza, por su
maravillosa espiral que crece y crece a medida que la ca-
racola se desarrolla.

Figura 4. Caracola de Nautilus. Autor: Chris 73. Fuente: http;//enwikipedia.org/wiki/
File:NautilusCutawaylogarithmicSpiraljpg.
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En la imagen vemos una caracola de Nautilus, que es un
tipo de molusco cefaldépodo. A medida que va creciendo
se van formando camaras interiores, llegando a tener
hasta 30 de ellas en su interior. Este proceso de creci-
miento del Nautilus produce una bella estructura espiral
que es facilmente visible cuando se corta como en la fo-
tografia.

La espiral que conforma a la caracola podria muy bien
estar relacionada con la sucesién de Fibonacci. Si re-
cordamos los rectangulos aureos, que se iban anidando
unos con otros, y unimos los vértices diagonales de los
cuadrados que aparecen en la figura por medio de cuar-
tos de circunferencia, obtendremos una aproximacion de
la espiral que aparece en la caracola.

N

Figura 5. Espiral de Fibonacci. Autor: Dicklyon. Fuente: http://en.wikipedia.org/
wiki/File:Fibonacci spiral 34.svg.

Sin embargo, debemos avisar de que la belleza del nu-
mero de oro ha hecho que muchos autores vean repre-
sentado este nimero en muchas manifestaciones de la
naturaleza y humanas, siendo algunas de ellas bastante
controvertidas (por ejemplo, las representaciones del
numero de oro en las piramides de Egipto).

Asi, podria ocurrir en las representaciones de las cara-
colas, pues algunos autores han comprobado experi-
mentalmente que la espiral del Nautilus puede no coin-
cidir exactamente con la espiral que surge del niumero
de oro.

Otra sorprendente aparicion de los nimeros de la su-
cesion de Fibonacci surge en el estudio de los patrones
con los que se disponen las hojas alrededor del tallo de
una planta, la disposicion de semillas o los pétalos de una
flor. La rama de la botanica que estudia dichos patrones
Se conoce como (palabra de origen griego com-
puesta por phyllon, que significa hoja, y taxis, que signifi-
caorden).

El famoso geémetra H. S. Coxeter comentd sobre este
aspecto:

“La filotaxia no es una ley universal, pero si es una fasci-
nante tendencia”.

Leonardo da Vinci observd que en algunas plantas las
hojas se ordenaban a lo largo del tallo en espirales en
grupos de cinco. La explicacion cientifica que daba Leo-
nardo a este hecho podria estar en maximizar la expo-
sicion alrocio en las hojas. En sus palabras:

“La hoja vuelve siempre su cara superior hacia el cielo
porque pueda asi recibir con toda su superficie el rocio

Leornardo da Vinci

(1452-1519), artista

y cientifico italiano.

Su genialidad pue-

de comprobarse en

e campos tan dispares

L como la pintura, ar-

Vi quitectura, matemati-

cas, ingenieria, fisica,

I | anatomia o filosofia.

R Y . Célebre por sus cua-

e i ¢ kel .

dros La Gioconday La

ultima cena, asi como

sus geniales invenciones, fue también el

ilustrador de la De Divina Proportione de

Luca Pacioli. Fue un firme defensor de la
relacién entre arte y matematicas.



que lentamente desciende del arbol. Las hojas se distri-
buyen sobre sus plantas de modo que se incomoden lo
menos posible: tercidndose unas de otras, tal como po-
demos ver en la hiedra que cubre los muros. Esta alter-
nancia sirve a dos fines, a saber: dejar intervalos por los
que el airey el sol puedan penetrary, una segundarazon,
permitir que las gotas caidas de la primera hoja puedan
caer sobre la cuarta, o en otros arboles, sobre la sexta!
(en Botdnica para pintores y elementos del paisaje).

¢Por qué las plantas adoptan algunas disposiciones
preferidas frente a otras? Larespuesta debe estar en
la ocupacidén dptima del espacio para recibir la luz del
sol o interaccionar con el ambiente préximo del modo
mas idoneo. Como ya supondra nuestro lector, en es-
tos patrones es muy frecuente encontrar los nimeros
de Fibonacci 1,2, 3,5, 8, 13... y, por tanto, también el
numero de oro ¢ = (1+V'5)/2 . Veamos a continuacion
cudl es esta sorprendente relacion entre la morfolo-
glay crecimiento de las plantas y la sucesion de Fibo-
nacci.

Mientras el tallo de un planta crece, a la vez van nacien-
do hojas en un angulo determinado, que es un multiplo
racional de 360°. Las hojas de arriba impiden parcial-
mente que llegue la luz o la humedad a las mas bajas.
Imaginemos hojas saliendo cada 180°, es decir, cada
media vuelta (1/2), en este caso la tercera hoja estara
justamente encima de la primera y asi sucesivamente.
Disposiciones con angulos de 90°, es decir (1/4), tam-
poco parecen las mas idéneas. La naturaleza tiende a
elegir aproximaciones racionales del niUmero mas irra-
cional de todos, el nimero de oro.

Asi, si consideramos la fraccion que tiene como nume-
rador el nimero de giros que hay que dar alrededor del
tallo hasta que una hoja queda justamente en la vertical
de la primera, y como denominador el nimero de hojas
que crecen entre estas dos posiciones, entonces obte-
nemos precisamente una fraccion del tipo % conn = 3;
es decir, el numerador y el denominador normalmente
consisten en un nimero de Fibonacci y su segundo su-
cesor, respectivamente.

Eldngulo de divergencia es el angulo de separacion en-
tre dos hojas consecutivas y se calcula como 360° ff—
Estos términos, como ya sabemos, tienden hacia el

2.3 LAS MATEMATICAS NOS AYUDAN A CRECER

La siguiente tabla muestra algunas de estas fracciones,
el correspondiente angulo de divergenciay algunos tipos
de plantas en los que aparecen.

. Angulo de .

Fraccion divergencia Tipo de planta
1/2 180° Olmo, tilo
3 120° Haya, avellano, zar-

zamora
Roble,
25 1440 manzano,
acebo,
albaricoque
3/8 135° Chopo, alamo
5/13 138° 27" Sauce,
almendro
/N2 ]
1/¢? 360°"———=137,5°
R AR

Tabla 1. Ejemplos de filotaxia.

Figura 6. Angulo dureo en las plantas. Fuente: http://en.wikipedia.org/wiki/File:
Goldener_Schnitt_Blattstand.png.
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Pero ;como laplantaha desarrollado, alo largo de la evo-
lucidn, esta disposicion inteligente de las hojas a lo lar-
go del tallo? Evidentemente el objetivo que se consigue
es realizar la fotosintesis de manera mas eficiente (con
mayor exposicion al sol), por tanto, evitando que haya
muchas hojas exactamente en la vertical de las otras ho-
jas. Para lograr esta estructura, las hojas de las plantas
se inician a partir de unas estructuras llamadas primor-
dios foliares. Una hormona, la auxina, juega un papel de
activador del primordio, siendo esencial en su formacion,
posicion y desarrollo. Al formarse, el primordio absorbe
auxina, que inhibe el desarrollo de otras hojas hasta una
determinada distancia relacionada con el angulo de di-
vergenciay, por tanto, con el nimero de oro.

Por supuesto, todo lo anteriormente dicho se ha basa-
do en hipdtesis idealizadas sobre las plantas que no se
suelen cumplir en condiciones reales, pero, en cualquier
caso, el angulo de 137,5° sigue siendo el mas observado
en lanaturaleza.

Wilhelm Hofmeister

(1824-1877), bidlogo y
botanico aleman. Con-
tribuyd, entre otros te-
mas, al entendimiento
de los mecanismos que
originan la filotaxia.
Sus observaciones to-

Fuente:http// davia son claves para enten-
enwikipedia.org/ der los fundamentos de estos
wiki/File:Wilhelm_

i patrones en las plantas.

SOBRE PINAS, GIRASOLES,
ESPIRALES Y FIBONACCI

Otro lugar donde también podemos encontrarnos el
numero de oro es en la distribucidn de las semillas de

Figura7. Fuente: http;//pixabay.com/en/sun-flower-yellow-flower-nature-16688/.

algunas plantas. Se aprecian espirales que también van
a tener relacion con la sucesion de Fibonacci y la razén
aurea. Estas espirales siguen una distribucion ordenada,
y se pueden observar espirales en sentidos contrarios
(levogiras y dextrogiras). Si nos armamos de paciencia
y contamos las espirales en cada sentido, podemos for-
mar pares de nimeros. En los girasoles es muy frecuente

Figura 8. Fuente: http;//commons.wikimedia.org/wiki/File:Sunflower_fibonac-
i jg.89.144.jpg.



encontrar los siguientes pares (21, 34), (55, 89) y (144,
233) -este ultimo, en girasoles especialmente gran-
des—-; en cambio, en las pifias encontraremos frecuente-
mente las parejas (5, 8) y (8, 13). Si volvemos a nuestra
ya conocida sucesién de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21,34,55,89, 144, 233... vemos que las parejas encon-
tradas en girasoles y pifias son pares consecutivos de la
sucesion de Fibonacci.

Un estudio estadistico de pifias en pinos en Noruega
comprobd que el 95% de las pifias mostraban una pa-
reja con numeros de la sucesion de Fibonacciy un 4%
mostraban nimeros de la sucesion de Lucas. (Sorpren-
dente!

Una explicacion de este hecho podria estar en que el
angulo aureo es el Unico angulo que permite un empa-
quetamiento de las semillas sin dejar huecos mientras
la planta sigue creciendo.

En los siguientes dibujos vemos un empaquetamiento
de1.000 semillas utilizando diferentes angulos (figuras

9-11).

LA
"
-

e
-
.

MR R L L LT
-
.

.
ftesaaganant”
.
.
.
ssssmnnn®® -
e .
.
.
anns®® .t
" .

2.3 LAS MATEMATICAS NOS AYUDAN A CRECER

109

. . . . .
DO . -t
A . . " s
. 0+ . - - . L
. . - 0 - "
. v . . . . . “ne
. . * . . . - yente .
L . I & .t
. . . . . .
- Lentte e,
. . . . .
. v . . . . .
PO . N T T L LT T
= s v * s 2 . . ..
. . . . .
- T R L - T T - ..
= . * = %" . = . ® . ML LT T
P R - R R . ..
. « s " . " . . * . .
- L T R T LT T L
. = . % . '. L L " '-,' .
D . . ., . " LT ..
L T e ", " . te. .
% v s * . " *fe, . LT . "
. . - - ] . . P ., .
"t St e " E AL e .
. . . . M . . .
R T e T LT, P v, Se. BT
. - - " - " - - - - -
" - . -.. Te, . . . '- - -... -,' . .
. . . . . . .
N, . e e e r e aet Tt e N P
. . . . . . . " -
. .. R AT L P . %%
. . . . .
. . . . . . . . -
. ., EEETTL A A L P A A
*s L™ . P s Y. s . . %
L Seenwns e f et o s T, e W e O
- L - - - - L] - -
. . . . . .
. . . . . . .
. LTl . . . P L
. . . . . . . = . L
e SESmma s . . -
. . . . .
. . " s " . = . .
. . .
*tasgasnr” I R T -
. . . LI T B -
. " . L - ] .
LTI L «* « . s . s 22
. e .
et TR s o e o o * ®
"ersagunnt . N S S ]
" - I .
3 - . S e e
saas® - . . . -
- . - - . .
. » . . . .
LL . . - . .
. . LI
" . "

Figura 10. Angulo de 137,55°, otra buena aproximacion, en este caso por exceso.
Imagen: David Martin de Diego.

Figura 9. Angulo de 137,4°, una buena aproximacién del éngulo dureo por defecto.

Imagen: David Martin de Diego.
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Figura 11. Empaquetamiento sin huecos al utilizar el dngulo dureo. Imagen: David
Martin de Diego.
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Desde la parte central de la planta se van produciendo
nuevas generaciones que aparecen desplazadas por un
angulo que es, precisamente, el angulo aureo. Esta con-
figuracidn permite empaquetar las semillas distribuyén-
dolas de un modo uniforme mientras la planta crece.

ME QUIERE, NO ME QUIERE

Cuando estamos enamorados y no claramente corres-
pondidos solemos contar los pétalos de una flor espe-
rando encontrar larespuesta a nuestro dilema: ;me quie-
re o no me quiere? En este caso contamos en sistema
binario: st o no.

Figura 12. Erodium cicutarium. Autor: Aiwok. Fuente: http;//commons.wikimedia.
org/wiki/File:Erodium_cicutarium_2,jpg.

Sinos ajustamos a nuestro sistema decimal volvemos a
encontrar los nimeros de la sucesion de Fibonacci. Asi, el
lirio tiene tres pétalos?, larosa silvestre tiene cinco, ocho
la sanguinariay algunos tipos de rosas; 13, las caléndulas;
21, la achicoria; 34 y 55 algunos tipos de margaritas.
¢Casualidad? La explicacion vuelve a estar en los crite-
rios de optimizacidn en el crecimiento de la planta que ya
hemos explicado.

2.Los lirios tienen tres pétalos y tres sépalos. Los pétalos y los sépalos son tan
similares que parecen a la vista seis pétalos.

EJERCICIOS

1. ;Podrias explicar larazon por la que la sucesion de
Fibonacci nos permite convertir facilmente millas
enkilémetros del siguiente modo?:

3millas =5km

5 millas = 8 km

8 millas =13 km

13 millas = 21km

21 millas =34 km...?

2. Imagina que solamente disponemos de monedas
de 1y 2 € y tenemos que pagar una cantidad de n €.
¢De cuantas formas podemos pagar si importa el
orden, es decir, no es lo mismo pagar primero 2€ y
luego 1€, que alrevés? ;Y sino importa el orden?

3. Dados dos numeros cualesquiera, construye
empezando con estos nimeros una sucesién como
la de Fibonacci, es decir, que cada término sea la
suma de los dos anteriores. Encuentra la expresion
deltérmino general. Prueba que la suma de los diez
primeros términos de la sucesion es igual a1l veces
el séptimo término.

4. Este cuadrado
6
3 5
4 9 2

es un cuadrado magico: la suma de cada linea, de
cada columnay de cada diagonal es el mismo nime-
ro (15 en este caso).

Construye el cuadrado

F8 F1 F6
F3 F5 F7
F4 F9 F2




que esigual a
21 1 8
2 5 13
34 1

Calcula el producto de los nimeros de cada linea y
de cada columna. Compara la suma de los produc-
tos de las tres lineas con la suma de los productos
de las tres columnas. Comprueba si es cierto tam-
bién para la sucesion obtenida en el ejercicio 3.

5. Toma tres nimeros consecutivos de la sucesion
de Fibonacci. Compara el producto de los extremos
con el cuadrado del nimero central.

6. Toma cuatro nimeros consecutivos de la suce-
sion de Fibonacci. Compara el producto de los extre-
mos con el producto de los dos nimeros centrales.

7. Queremos subir una escalera. En cada paso pode-
mos subir uno o dos escalones. ;De cuantas formas
diferentes tendremos para subir una escalera de 6
escalones? ;Y sitiene n escalones?

ACTIVIDAD. Divide tu altura por la distancia entre
tu ombligo y la planta de tus pies. ;Se parece al
numero de oro? Haz la misma experiencia con tus
comparieros.
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ce en teor{as de crecimiento bioldgico, en los tonos mu-
sicales, en la numerologia de Pitagoras, en las secciones
conicas, el triangulo de Pascal, etcétera.

Livio, M. (2008): La proporcién durea. Barcelona: Ariel.
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Science Institute, aporta una vision cotidiana del tema
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MATERIALES AUXILIARES

PAGINAS WEB
http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R Knott/
Fibonacci/fibnat.html. En esta web se recopilan referen-
cias de la sucesion de Fibonacci en la naturaleza: ;por
qué aparecen los nimeros de Fibonacci y el nimero au-
reo en lanaturaleza?

http://britton.disted.camosun.bc.ca/fibslide/jbfibslide-
htm. En esta web se incluyen fotografias que ilustran la
presencia de la sucesion de Fibonaccien las flores.

http://www.goldennumber.net/. Esta web recopila otras
sorprendentes apariciones del nimero de oro.

http://mathworld.wolfram.com/GoldenRatio.html. ~ En
estapagina se destacan otras propiedades matematicas
delnimero de oro.

http://www.mathsisfun.com/numbers/golden-ratio.
html. Una pagina divertida sobre el nimero de oro.

http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R Knott/
Fibonacci/. Pagina web de Ron Knott, matematico y di-
vulgador, sobre la sucesion de Fibonacci.

DOCUMENTALES Y MATERIAL AUDIOVISUAL

"Mas por Menos: El nimero aureo". La aventura del sa-
ber, TVE-2.La serie educativa "Mas por menos" consta de
12 documentales de 18 minutos cada uno. Persigue acer-

car al gran publico aquellos aspectos de las matematicas
que convierten a esta materia cientifica en algo atracti-
vo, interesante y Util en un sinfin de manifestaciones de
nuestra actividad cotidiana. Este capitulo se dedica es-
pecialmente al nimero aureo. Disponible en http://www.
rtve.es/alacarta/videos/mas-por-menos/aventura-del-
saber-serie-mas-menos-numero-aureo,/1290977/.

Phi-The golden ratio and the mathematics of beauty.
Este breve video educativo de la BBC explica el nimero
aureo, motivando suinterés con las distintas apariciones
de esta proporcion en el arte o en la naturaleza. Ademas,
se incluyen ideas relacionadas con el tema para llevar a
cabo en clase. Disponible en http://www.bbc.co.uk/lear-
ningzone/clips/phi-the-golden-ratio-and-the-mathema-
tics-of-beauty/11295.html.

The beauty of the golden ratio. Este segundo video edu-
cativo de la BBC presenta las caracteristicas del nimero
aureo y, para llevar a cabo en clase, ideas relacionadas
con el tema. Disponible en http://www.bbc.co.uk/learnin-
gzone/clips/the-beauty-of-the-golden-ratio/9017.html.

Redes 82: Las simetrias del universo. Entrevista de
TVE-2 al matematico y famoso divulgador Marcus du
Sautoy sobre las simetrias del universo, con motivo del
lanzamiento de su dltimo libro. Disponible en http://blip.
tv/redes/redes-82-las-simetrosC3%ADas-del-univer-
50-4737631.

PODCAST DE RADIO

"The Fibonacci sequence podcast". Radio 4 (BBC). Pod-
cast dedicado a la sucesion de Fibonacci. Disponible en
http://www.bbc.co.uk/programmes/b008ct2).
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El tema del capitulo se contextualiza en el marco de la
biosfera, que comprende la atmosfera, la hidrosfera y
la litosfera préximas a la superficie de la Tierra, ya que
este es el espacio en el que tienen lugar los procesos de
interaccion de los seres vivos entre ellos y con el entorno.

El autor muestra como la modelizacién matematica
contribuye al analisis y comprension de algunas enfer-
medades, a la previsién de su desarrollo y a la planifi-
cacién de la intervencion mediante tratamientos para
curarla y erradicarla. Para ilustrar este argumento se
estudian tres ejemplos de enfermedades de gran inci-
dencia social por la agresividad de sus patologias y la
mortandad que de ellas se deriva: los procesos cancero-
sos, el SIDA (sindrome de inmunodeficiencia adquirida)
y las enfermedades neurodegenerativas como la escle-
rosis multiple. En cadauno se emplea un proceso de mo-
delizacion diferente, ajustado en cada caso al proceso
biologico que modeliza.

En relacion con el cancer, el autor calcula el ritmo de
crecimiento de las células cancerigenas y expone algu-
nos modelos que muestran el proceso de propagacion
de la enfermedad. A partir del modelo plantea pre-
guntas como la de saber cémo crece un tumor. Para
dar respuesta, deduce la ecuacion exponencial que
describe dicho crecimiento, asi como su ajuste con
otros factores que lo retrasan.

El SIDA se produce por una disminucién drastica en el
numero de células de un cierto tipo (los linfocitos CD4,
encargados de coordinar la respuesta a cualquier or-
ganismo extrafio que entra al cuerpo humano) que son
atacados por el virus VIH (virus de inmunodeficiencia
humana). Cuando el nimero de estas células disminuye,
la persona sufre de inmunodeficiencia, lo cual significa

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

que no puede defenderse de otros virus, bacterias y pa-
rasitos que causan enfermedades, y por tanto la hace
vulnerable para sufrir enfermedades que una persona
sana ser{a capaz de atacar y eliminar. La modelizacion
matematica, mediante sistemas de ecuaciones diferen-
ciales, de una infeccion viral permite entender la rela-
cionentre laproducciénde los virusy de células CD4, de
manera que se pueda optimizar el tratamiento median-
te medicaciony mejorar la vida de los enfermos.

Finalmente, el autor presenta una serie de modelos
utilizados para entender e interpretar enfermedades
neurovegetativas. Las neuronas, y en especial sus axo-
nes, se ven dafiadas por diversos mecanismos; como
resultado pierden parcial o totalmente su capacidad
de transmision, causando los sintomas tipicos de ador-
mecimiento, cosquilleo, espasmos, paralisis, fatigay al-
teraciones en la vista. La modelizacion de los procesos
de transmision de informacién de las neuronas permite
analizar como var{an estos mecanismos en los enfer-
mos de esclerosis multiple con el fin de comprender las
causas de sus trastornos. El autor muestra el modelo
de Hodgkin y Huxley, que explica cémo se transmite el
impulso nervioso, y permite reflejar los efectos de la
desmielinizacion para la velocidad de propagacion del
impulso nervioso.

La lectura del capitulo es muy instructiva; los argumen-
tos generales se siguen con facilidad y las explicaciones
derivadas de los modelos matematicos son precisas e
instructivas. El texto es de especial interés para alum-
nos de bachillerato que vayan a seguir un grado de la
rama biosanitaria, ya que les ayudara a entender la pro-
fundidad de reflexion que se consigue en los estudios
médicos mediante la modelizacién matematica.






INTRODUCCION

La biosfera es el sistema formado por el conjunto de los
seres vivos del planeta Tierray el medio fisico que les ro-
dea, que ellos contribuyen a conformar. Es, en esencia, la
region del planeta en la cual se desarrolla la vida y, como
tal, comprende las zonas de la atmosfera, hidrosfera y li-
tosfera proximas a la superficie de la Tierra donde tienen
lugar los procesos de interaccion de los seres vivos entre
ellos, y con el entorno.

Las distintas relaciones -entre los seres vivos, con su
entorno- afectan tremendamente a la configuracion del
planeta y, en particular, a los seres humanos. Por ello es
importante entender y conocer estos procesos. Algunas
de las interacciones entre especies son potencialmente
perjudiciales para una de ellas, como por ejemplo entre
unhumanoy unvirus. Otras veces es el entorno el que de-
sencadena la aparicidn de un proceso patologico en los
seres vivos, como sucede con muchos procesos cancero-
sos. En este capitulo estudiaremos este tipo de fenéme-
nos, centrandonos en aquellos que afectan directamente
alos seres humanos: las enfermedades y su tratamiento.

Veremos como las matematicas ayudan a analizar los
mecanismos basicos en el desarrollo de algunas enfer-
medades y nos pueden orientar en la busqueda de trata-
mientos efectivos mediante tres ejemplos. Nos centra-
remos especialmente en tres de las enfermedades que
mas preocupan a los seres humanos en estos momentos:
los procesos cancerosos, el (sindrome de inmunode-
ficiencia adquirida) y las enfermedades
como la esclerosis multiple.

Como veremos, en todos estos procesos las matema-
ticas han supuesto un instrumento crucial en su com-
prension y, en algunos casos, han sido la clave para su
tratamiento efectivo. La introduccion de la metodolo-
gla cientifica en la medicina y, consecuentemente, de la
matematica que conlleva, ha sido una de las mas impor-
tantes revoluciones cientificas del siglo XX. Los tres
ejemplos de aplicacion de las matematicas que hemos
elegido, de entre los muchos existentes, han dado lugar a
importantes desarrollos cientificos premiados con pre-
mios Nobel y, mucho mas alla de eso, han contribuido a
salvar millones de vidas.

TUMORES CANCEROSOQS
Y METASTASIS

El es un conjunto de enfermedades caracteriza-
das por el desarrollo de células anormales con un cre-
cimiento incontrolado que reproducen mas o menos
atipicamente las células del tejido en el que aparecen.
Estas células pueden comportarse de diferentes modos
pero, en general, sin el tratamiento adecuado, provocan
la muerte. Actualmente el cancer causa cerca del 13%
de todas las muertes en el mundo. Las matematicas nos
ayudan a entender el ritmo de crecimiento de las célu-
las cancerigenas y a construir modelos que permitan
entender el proceso de propagacion de la enfermedad.

Los cénceres se propagan por el cuerpo a través de dos
mecanismos: .Lainvasidn es la mi-
gracion y la penetracion directa de las células cancerosas
enlos tejidos vecinos. La metastasis es la capacidad de las
células del cancer de penetrar en los vasos sanguineos y
linfaticos, viajar a través de la circulacion sanguineay cre-
cer en tejidos normales en otra parte del cuerpo.

Los estudios que investigan las condiciones necesarias
para la metastasis del cancer muestran que el creci-
miento de los y la producciodn de sus metasta-
sisrequieren que, previamente, se desarrolle una nueva
red de los vasos sanguineos, mediante un proceso lla-
mado

La angiogenesis del tumor es la proliferacion de unared
de vasos sanguineos que penetra en el tumor, propor-
cionandole nutrientes, oxigeno y retirando los residuos.
La angiogénesis tumoral puede estar favorecida por las
propias células cancerosas, capaces de producir molé-
culas que envian sefiales al tejido normal circundante.
Estas sefiales activan ciertos genes en el tejido hués-
ped que responde con la sintesis de proteinas que esti-
mulan el crecimiento de nuevos vasos sanguineos.

¢COMO CRECE UN TUMOR?

Durante el crecimiento de un tumor cancerigeno tiene
lugar una proliferacion de células malignas. El proceso
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normal de division celular, llamado mitosis, requiere nor-
malmente de sefiales externas para llevarse a cabo.Enel
proceso canceroso, las mitosis se producen sin necesi-
dad de este tipo de sefiales y las divisiones tienen lugar
de forma descontrolada. Veamos un ejemplo: suponga-
mos que tenemos una célula cancerosa y que el tiempo
entre dos divisiones celulares es de un dia. El primer dia
habra una célula, que se dividiré al final del dia, habiendo
elsegundodia2 células,2x2 =4 el tercero, etcétera. Enel
dianhabra, por tanto, 2! células. Parahacernos unaidea,
después de un mes de 31 dias tendremos

N,=230=1.073.741.824 células

Es decir, mas de mil millones. Parece un nimero enorme
de células pero veamos en qué tamafio se traduce. Sicon-
sideramos que las células son esferas de radior, de unas
10 millonésimas de metro (una centésima de milimetro),
tendremos que el volumen total v_es

V.=N, ;i mu’=4.5 cm’

y siimaginamos el tumor como una esfera, su radio R se-
riatal que

3
3V,
47

R= =1.1cm

con lo que tendriamos un tumor de poco mas de un centi-
metro de radio. No obstante, el tumor seguir{a creciendo
y, el dian, tendri{a un radio R(n) tal que

ARy = 21 L
. 3 3 ¢
es decir,
l n—1
Rm)=(2"'r})’ =275 r,
Como

R()=2%5r=2x2"%r=2xR(n-3)

concluimos que el tumor duplica su radio cada 3 dias. Al
cabo de otro mes, su radio seria de poco mas de un de-
cimetro de radio, jmayor que casi cualquier 6rgano del

cuerpo humano! Este tipo de crecimiento es de tipo ex-
ponencial, ya que el radio crece en la forma

R(t) =R ™

siendo t elnimero de dias desde el primer dia (n-1), R =r,
elradio inicial del tumor, y k=(In2)/3.

Pero hemos hecho una suposicidn que no es realista: es-
tamos afirmando que todas las células se dividen a la vez
alfinal de cada dia. Enrealidad, lo adecuado es tomar dos
tiempos muy proximos, t y t+At, con At muy pequefio,
y comparar el nimero de células en el tumor en ambos
tiempos. La diferencia sera debida al nimero de células
creadas en el intervalo Aty que sera, por tanto, propor-
cional al nimero de células que hay (una fraccion de ellas
serd la que se divida en el intervalo de tiempo At) y al in-
tervalo de tiempo:

Ne(t + At) — Ne(t) = riNe(H) At
siendo r la fraccidn de células que se dividen por unidad

de tiempo. De la ecuacion anterior deducimos

N (t+ At — N (0

N = N(1)

y si hacemos ahora At tender a cero y recordamos la de-
finicidn de derivada, obtenemos la relacion

Es decir, N (t) es una funcion cuya derivada es proporcio-
nal a ella misma. Hay una funcidn que cumple esta pro-
piedad: la exponencial e™. De hecho, cualquier constante
C multiplicada por dicha funcién la cumple. Por tanto,

N,(t) =Ce"

Sinos fijamos ahora en lo que ocurre ent = 0, vemos que
N (0) = C, lo que nos permite determinar C (= una sola
célula inicialmente). En cuanto al radio, obtenemos

R(t) =Re*
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siendoR =r . Comparando con laférmula obtenida arri-
ba, vemos quer = In2.

En realidad, la situacion es un poco mejor. Si miramos la
imagen de un tumor en la figura 1a nos damos cuenta de
que hay claramente dos tipos de células: las centrales y
las que estan cerca del borde. Las centrales son celulas
necroticas, que ya no proliferan debido a la falta de oxi-
geno y otro tipo de nutrientes que las células necesitan
para subsistir. Las células proximas al borde son las Uni-
cas que reciben nutrientesy, por tanto, proliferan. ;Cémo
derapido crece un tumor sisolo proliferan las células que
estan cerca del borde? Para ser mas precisos, asuma-
mos que solo las células que estan a una distancia (que
denominamos &), o menor, del borde pueden proliferar. El
volumen de células que proliferan es, por tanto, el de un
casquete esfeérico:

;ln(lv _ (R = 8)) = 47R2S — 47RS? + ;inéﬁ

que, cuando 0 es muy pequefio comparado con R, se pue-
de aproximar por 4rtR?9. De manera que el nimero de cé-
lulas en el dian+1, N (n+1), es igual al nimero de células
en el dia n, N (n), mas el nimero de células nuevas que
han sido creadas durante un dia, igual al numero de célu-
las del casquete esférico:

Células nuevas = 4TR*(n)d

4 5
3J'ITI'C

Por tanto, como el nimero de células es el volumen total
dividido por el volumen de una célula, N (n) = R¥n)/r?, se
tiene

R’(n+1) _ 47R*(n)d + R3(n)

3 —_ 3 3
T 3 T I'C I'C

c

Simplificando,
R3(n+1) = 30R%*(n) + R3(n)

expresion que nos permite calcular R(n+1) conocido
R(n). Escribamos R(n+1) = R(n)+A y como (R(n) + Ay’ =
R3(n) + 3R%(n)A + 3R(n)A? + A%, tendremos despejando

3R2(n)A + 3R(n)A2 + A® = 36R(n)

y, dividiendo por R?(n),

AZ A3

+ =30
R(n) Rn)

3A+3

de modo que, cuando R(n) se hace grande se tiene que
aproximadamente

3A=30

y por tanto, para valores grandes den,
R(n+1) = R(n)+d
lo que implica que
R(n+1) = dn

Es decir, el radio del tumor crece linealmente en el tiem-
po, lo cual supone un crecimiento mucho mas lento que el
exponencial. Parahacernos unaidea, si 0 tiene el espesor
de 10 células, es decir 0,1 mm., entonces el radio del tu-
mor crecerfa 0,1 mm. al dia y tardar{a 900 dias (entre 2y
3 afios) en tener un radio de 10 cm partiendo de un radio
inicial de 1cm.

Pero ademas existe otro factor que retarda el crecimien-
to de un tumor que alin no hemos considerado: la existen-
cia limitada de nutrientes. Esta es una limitacion natural
paratodo proceso de crecimiento enbiologia: al igual que
la Tierra no tiene recursos ilimitados para sostener un
crecimiento exponencial de seres humanos (crecimiento
maltusiano), un tumor con billones de células no puede

Figura 1a. Seccién de un tumor aproximadamente esférico donde se puede ver la
diferencia entre células necrosadas en el centro y células activas en la periferia.
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Figura 1b. Tumor vascularizado. Figura obtenida de http;//www.angiogenesis.es/
portal/eipf/pb/avastin/Anti-VEGF.es/elvegfyelcrecimiento. Todo el proceso se
puede encontrar en http://www.youtube.com/watch?v=WXTsxPPcTE.

ser mantenido y la mayoria de células, incluyendo las del
borde, moriran, a no ser que el tumor se las ingenie para
buscar medios de subsistencia. Es en este punto donde
el cancer se convierte en una enfermedad realmente
perversa: el tumor atrae hacia si vasos sanguineos que lo
rodeany nutren mediante el proceso de angiogénesis, tal
como ilustrala figuraib.

Es mas, una vez en contacto con vasos sanguineos, las
células cancerigenas comienzan a viajar en la corriente
sanguineay llegan asiaotras partes del cuerpo, invadién-
dolas. Por tanto, para tratar el cancer es muy importante
entender como funciona el proceso de angiogénesis y
que podemos hacer para evitarlo.

ANGIOGENESIS Y METASTASIS:
EL PAPEL DE LA QUIMIOTAXIS

La angiogénesis es, en general, el proceso de formacion
de nuevos vasos sanguineos a partir de vasos preexisten-
tes. Nosotros hemos hablado de ella en el contexto de un
proceso patologico (el desarrollo de un cancer), pero es
un proceso bioldgico general de unaimportancia tremen-
da. Es el fenémeno mediante el que los embriones consi-
guen atraer hacia si las vias de transporte de nutrientes
de lamadre y una herida tiende a cerrarse, por ejemplo.

Pero ;qué es lo que determina hacia dénde tienen que
crecer y dirigirse los vasos sanguineos? La clave estaen

otro fendmeno de crucial importancia en biologia llama-
do

La quimiotaxis es el proceso por el cual los organismos
(bacterias, células, e incluso organismos pluricelulares
como insectos) se mueven en respuesta a estimulos
quimicos externos. Para hacernos una idea de cémo
funcionan los mecanismos quimiotacticos y sus conse-
cuencias, supongamos que estamos en la calle a la hora
de comer, sin ningun tipo de indicacidn, y deseamos lo-
calizar un lugar donde sirvan comida. Lo que haremos
sera andar de forma mas o menos aleatoria hasta que
olamos algo que se parezca a una comida de nuestro
gusto. Una vez tengamos la indicacion de que esa comi-
da esta anuestro alrededor, paramos y giramos la cabe-
za para intentar determinar con nuestro olfato en qué
direccion es el olor mas intenso. Una vez localizada la
direccién, nos movemos siguiéndola mientras que con
el olfato comprobamos si es la correcta o, por el contra-
rio, debemos ir corrigiéndola mientras nos movemos. Si
somos cientos de personas hambrientas, acudiremos
todos al mismo tiempo al puesto de comida, lo colap-
saremos, y seran incapaces de servirnos. Para evitar
esto, labiologla ha modificado el mecanismo de modo que,
en quimiotaxis, no es la comida la que atrae sino una sefial
que emiten los individuos que van abuscar comida o los que
ya la han encontrado y vuelven conella.

Unejemplo claro es el de las hormigas: cuando caminan en
busca de comida, van secretando una sustancia quimica
llamada feromona. Simultaneamente, mientras caminan,
olfatean el entorno y corrigen su direccidn de movimiento
cuando detectan con sus antenas (donde reside su sentido
delolfato, conmas de 400 receptores del olor, cinco veces
mas que cualquier otra especie de insectos) una direccion
con alta concentracion de feromona. Este proceso termi-
na produciendo hileras de hormigas en las que unas persi-
guenaotras, tal y como muestra la figura 2, y que conectan
el hormiguero con las fuentes de alimento; habitualmente
através del camino mas corto entre ambos.

Es notable como seres con una inteligencia tan limitada
(unas 10.000 )y con un sentido de la vision muy
reducido o incluso atrofiado para algunas especies, son
capaces de usar mecanismos quimiotacticos para reali-
zar tareas complejas de localizaciény transporte dptimo
de alimentos hacia el hormiguero.
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Figura 2: Hilera de hormigas generada mediante quimiotaxis.

Volviendo a la angiogénesis, scual es el mecanismo por
el cual el tumor consigue vascularizarse? Pues bien, el
tumor secreta una sustancia llamada “factor de creci-
miento endotelial vascular” (VEGF: Vascular Endothelial
Growth Factor) que induce a ciertas células de los vasos
sanguineos circundantes a secretar otras sustancias que
rompen sus paredes y a moverse en la direccion del esti-
mulo quimico, a la vez que proliferan. Es un mecanismo
muy parecido al de las hileras de hormigas discutido arri-
ba, solo que ahora son hileras de células que forman un
vaso sanguineo.

¢Qué papel juega la matematica en todo esto? Lamen-
tablemente, en el caso de los tumores la situacion no es
tan simple como la hemos descrito arriba. Hay muchos
tipos de células distintas en un vaso sanguineo vy, lite-
ralmente, decenas de sustancias quimicas intercambia-
das entre ellas y con el tumor. As{ como unas cuantas
decenas de reacciones quimicas que tienen lugar en las
células para transformar unas sustancias quimicas en
otras. Desentrafiar cuales de estos procesos son los mas
determinantes en el desarrollo del proceso angiogénico
implicacuantificarelefectodecadaunodeellosmediante
modelos matematicos basados en la estequiometria
quimica de las reacciones (balances de masa)y los procesos
de atraccién quimiotatica. El objetivo final de este tipo de
estudios es determinar cual es el “eslabon mas débil de la
cadena’, para disefiar farmacos con que atacarlo y frenar
asl el proceso angiogénico.

EL SIDA: ¢COMO DISENAR UN COCTEL
DE FARMACOS?

El sida consiste en la incapacidad del sistema inmunita-
rio para hacer frente a las infecciones y otros procesos
patologicos producida por una disminucion drasticaenel
numero de células de un cierto tipo (CD4) que son ataca-
das porel (virus de inmunodeficiencia humana).
Normalmente, los globulos blancos y anticuerpos atacan
y destruyen a cualquier organismo extrafio que entra en
el cuerpo humano, y esta respuesta es coordinada por
los linfocitos CD4. El VIH ataca especificamente a es-
tos linfocitos y entra en ellos. Una vez dentro, el virus
transforma su material genético de cadena simple (ARN)
a uno de cadena doble (ADN) para incorporarlo al mate-
rial genético propio del huésped (persona infectada) y lo
utiliza para replicarse o hacer copias de s{ mismo. Cuan-
do las nuevas copias del virus, llamadas viriones, salen de
las células a la sangre, buscan a otras células para atacar.
Mientras, las células de las que salieron mueren. Este ci-
closerepite unay otravez.

Para defenderse de esta produccidn de virus, el sistema
inmune produce diariamente muchas células CD4. Paula-
tinamente el nimero de estas células disminuye, por o
que la persona sufre de inmunodeficiencia, lo cual signi-
fica que no puede defenderse de otros virus, bacterias,
hongos y parasitos que causan enfermedades, lo que la
deja susceptible de sufrir enfermedades que una perso-
na sana serla capaz de atacar y eliminar.

La modelizacion matematica de la dinamica de esta in-
feccion ha permitido entender mejor la relacion entre la
produccion de los virus y de células CD4, de manera que
se pueda optimizar el tratamiento mediante medicacion
y mejorar la vida de los enfermos.

MODELIZACION MATEMATICA
DE UNA INFECCION VIRAL

Las ideas basicas que impulsaron el analisis de la cinética
de la infeccidn por el VIH, y que condujeron al desarrollo
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del campo llamado dindmica viral, son simples. Primero,
se observd que con frecuencia el nivel de virus en pacien-
tes con enfermedad viral crénica alcanza un valor cons-
tante o punto de ajuste en el que se mantiene durante
afios. Para conservar este nivel constante, el cuerpo debe
producir y eliminar virus a la misma velocidad. Si este no
fuera el caso y, por ejemplo, se produjeran mas virus de
los que se eliminan, entonces la cantidad de virus aumen-
tar{a lentamente. Matematicamente, siP es la
ycesla

, entonces para mantener el equilibrio P debe
serigualacV, siendo V la en dicho punto de
equilibrio. Si P>cV, entonces la carga viral aumenta,
mientras que si P<cV, entonces la carga viral disminuye.
Elobjetivo alargo plazo es el de mantener este equilibrio
de forma que P seatodo lo pequefio posible de modo que
sea necesario eliminar el menor nimero de virus posible,
y no se termine deprimiendo el sistema inmune.

wg -Q—

Figura 3: Modelo bdsico de la infeccién viral. Las células susceptibles a la infec-
cion, es decir, las células diana (T), son infectadas por los virus (V) conuna tasak
convirtiéndose en células infectadas (I). Aunque no se muestra, se supone que las
células diana se estdn produciendo con una tasa constante My mueren con una
tasad. Las células infectadas (1), a su vez producen viriones nuevos con una tasa
de p viriones por unidad de tiempo, y mueren con una tasa . Los viriones libres
son enuna parte eliminados por el sistema inmune con una tasa c, y en otra parte
sirven para infectar nuevas dianas (T). Este modelo y variantes se han utilizado
para estudiar la dindmica del virus de la inmunodeficiencia humana, virus de la
hepatitis C, hepatitis B y muchos otros tipos de infecciones.

Imagen obtenida del articulo Nat Rev Immunol. 2002 Jan;2(1):28-36. Modelling
viral and immune system dynamics. Autor: Perelson AS.

En la figura 3 se muestra un modelo utilizado para es-
tudiar la infeccién por el VIH, VHC (hepatitis C) y VHB
(hepatitis B). El modelo considera un conjunto de célu-
las susceptibles a la infeccion, llamadas

(T), que, a través de las interacciones con los virus, V, se
infectan en una fraccidn k de las veces que dichas inte-
racciones tengan lugar. Las células infectadas pueden
producir nuevos virus, y lo haran con una tasa media (nu-
mero de virus producidos por cada célula infectaday por
unidad de tiempo) constante p, y moriran con una tasa o.
El promedio de vida de una célula infectada es de 1/9, de
modo que siuna célulainfectada produce untotal de N vi-
riones durante su vida, la tasa media de la produccién de
virus por célula sera p = No. En el momento en el que se
producen nuevos virus, V, o bien pueden infectar nuevas
células diana T o bien se eliminan del cuerpo con una tasa
c.Porotra parte, independientemente de la existencia de
infeccidn viral o no, el cuerpo produce de manera natural
células T aunritmo constante de A células por unidad de
tiempo, y una fraccidn d de estas células mueren por uni-
dad de tiempo.

A continuacion expresaremos todos estos procesos a
través de ecuaciones matematicas. Si llamamos T al nu-
mero de células diana, vemos que dicho nimero crecerd
debido a la produccidn constante de A unidades por uni-
dad de tiempo por parte de nuestro cuerpo, pero dismi-
nuira debido a sumortalidad natural con tasady también
debido a su transformacion en células infectadas en una
fraccion & de las veces que tiene lugar un encuentro con
un virus. Es decir, T variara por unidad de tiempo en una
cantidad

A - dT- kVT
produccion muerte infeccién

La variacion del T'por unidad de tiempo es la derivada de
T, por lo que llegamos a la ecuacion

dT _
T A—dT-kVT

Como el nimero de células infectadas aumenta cuando

una célula diana se contagia, la variacion de I por unidad

de tiempo crecera en una cantidad kVT'y disminuira debi-

do a lamortalidad natural en 81. Por tanto:

o vr-sI
ar
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3

Free virion £, = 0,19 days
Infected call £"139 days

2

HIV RNA copies (per mi)

Figura 4: Evolucidn de la concentracion de virus en el tiempo (en escala semilo-
garitmica)junto con la solucién del sistema de ecuaciones del modelo y el valor
de los pardmetros, en términos de la vida media, con los que se consigue un
mejor ajuste. Imagen tomada de Perelson, A. S. et al. Decay characteristics of
HIV-1-infected compartments during combination therapy. Nature 387,188-191

(1997).

Finalmente, el nimero de viriones V crecerd, debido a su
produccion por las células infectadas, a un ritmo propor-
cional al niumero de estas células, es decir, pl,y disminui-
ra debido a larespuesta inmune a unritmo cl. Por tanto:

dv

=pl—cV
a pee

Las tres ultimas ecuaciones constituyen lo que se llama
“un sistema de ecuaciones diferenciales’, cuya solucion
nos dara 7(t), I(t) y V(t), es decir, la de los nu-
meros de células sanas, infectadas y de viriones en cada
instante de tiempo, conocidos los valores en ¢ = 0 de
dichos nimeros. Resolver dichas ecuaciones no es ta-
rea sencilla y no entraremos en ello. Sin embargo, cabe
resaltar que las soluciones dependeran de los parame-
trosdelas ecuaciones,dosdelos cuales(cy &) sonpropios
de cada enfermo en particular y no se pueden medir
mediante analisis de muestras de sangre.

En el afio 1996 David Ho (figura 5) y su equipo midieron
regularmente la cantidad de virus en sangre de varios
pacientes y después encontraron los valores de ¢ y 9
que hacian que la curva V(t) solucion se pareciese mas a
los valores medidos. A partir de estas estimaciones, se

pueden calcular los valores para la vida media, que es el
tiempo que tardan en morir la mitad de los viriones en
el plasma (t1/2 = In2/c) y la vida media de las células in-
fectadas (t1/2 = In2/8). En la figura 4 se muestra el pro-
cedimiento y la calidad de este tipo de ajustes. Aunque
estos datos aportan ya de por s{ una informacion intere-
sante, lo verdaderamente revolucionario de su trabajo
consistid en usarlos para disefiar estrategias de ataque
de lainfeccidn, tal y como veremos a continuacion.

"

Figura 5: David Ho (1952-), ided el método para tratar el SIDA con “cécteles’
de medicamentos, también conocido como terapia antirretroviral altamente
activa. Por su contribucién decisiva en la lucha contra la enfermedad fue ele-
gido como hombre del afio en 1996 por la revista Time. Su formacidn inicial en
fisica fue determinante para su aproximacién matemdtica al problema. Una
entrevista se puede ver en http;//www.elmundo.es/elmundosalud/especia-
les/2006/06/25_sida/entrevista.html.
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DISENANDO UNA TERAPIA

Alahorade atacar lainfeccion, el equipo de David Ho dis-
ponia de dos estrategias principales: si inicialmente tra-
tamos con una persona que no estd infectaday que luego
introduce una pequefia cantidad de virus, la solucion de
las ecuaciones anteriores imitara la cinética primaria del
virus de inmunodeficiencia humana (VIH). Para analizar
los efectos de administrar un farmaco antirretroviral,
las ecuaciones anteriores se modifican incorporando el
efecto de inhibidores de la transcriptasa inversa (rever-
se transcriptasa en inglés, o RT) que bloquean la capa-
cidad del virus del sida de infectar con éxito una célula e
inhibidores de la proteasa (inverse protease en inglés, o
PI) que inducen la produccién de particulas virales no in-
fecciosas V. Asi, en la presencia de estos farmacos, las
ecuaciones del modelo se convierten en:

dT

T A—dT - (1-g,,)kV,T
dl
T (1-g,)kV, T~ o)

dv,
Tl (I—SPI) pl-cV,

dv,
T "G pl-cV,

dondeg,, y € sonlas eficacias delaRTy la PI (€p=1
og = 1 corresponderiaaunadroga de eficacia perfec-
ta).Hemos llamadoV,y V, al nimero de virus infeccio-
sos y no infecciosos respectivamente. Por tanto, V =
V. +V, eselnimero total de virus. De nuevo, haciendo
un seguimiento de la evolucidn del niumero de virus del
paciente frente al tiempo en el que se le suministra
uno u otro farmaco, podremos estimar la eficiencia
del mismo, es decir, los parametros €.,y € . De esta
forma, se pueden establecer estrategias optimas de
tratamiento basadas en uno u otro tipo de farmaco. O

en una combinacion adecuada de ambos, en forma de

, que minimice el nimero de virus
infecciosos a lo largo del tiempo, asi como los efectos
secundarios que la ingesta de demasiada cantidad de
un cierto farmaco pudiera acarrear. Disponemos de esta
forma de un laboratorio matematico para tratar de la
mejor forma posible, e individualizadamente, a cada
paciente.

ESCLEROSIS MULTIPLE
Y ENFERMEDADES
NEURODEGENERATIVAS

La esclerosis multiple es, tras la epilepsia, la enfer-
medad neurologica mas frecuente entre los adultos
jovenes (desde la casi completa erradicacion de la po-
liomielitis) y la causa méas frecuente de pardlisis en los
paises occidentales. Afecta aproximadamente a 1 de
cada 1.000 personas, en particular a las mujeres. Las
neuronas, y en especial sus axones, se ven dafiadas por
diversos mecanismos que describiremos mas abajo.
Como resultado pierden parcial o totalmente su capa-
cidad de transmisidn, causando los s{intomas tipicos de
adormecimiento, cosquilleo, espasmos, paralisis, fatiga
y alteraciones en la vista.

La esclerosis multiple pertenece a la familia de en-
fermedades neurodegenerativas, que agrupa a otros
desdrdenes cognitivos tales como enfermedad de Al-
zheimer, de Parkinson, de Creutzfeldt-Jakob y esclero-
sis lateral amiotrofica. Estos trastornos cognitivos se
deben a un aumento en los procesos de degradacion
y muerte celular, reduciendo el nimero de neuronas o
haciéndolas ineficientes, y generando cambios en la
conducta.

Mediante la modelizacion de los procesos de transmi-
sion de informacion de las neuronas, podemos analizar
cémo varian estos mecanismos en los enfermos de es-
clerosis multiple con el fin de comprender las causas de
estos trastornos.
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Santiago Ramén y Cajal (1852-1934) fue
un médico y cientifico espanol. Se le con-
sidera el fundador de la neurobiologia
moderna. Su magistral uso y modificacio-
nes de la técnica de tincién inventada por
Camillo Golgi, médicoy cientificoitaliano,
le permitieron ser el primero en reportar
con precisiéon la anatomia fina del sistema
nervioso. Cajal demostrd que el sistema
nervioso se compone de célulasindividua-
les (neuronas) conectadas entre si por pe-
quenas zonas de contacto (sinapsis). Una
de las hipdtesis mas interesantes de Cajal
era que las neuronas estaban funcional-
mente polarizadas, es decir, los impulsos
eléctricos se propagan desde las dendri-
tas al cuerpo celular al axén. Veia las neu-
ronas como unidades de procesamiento
de informacién que hacen las conexiones
y se organizan enredes dinamicas para lo-
grar sus diversas funciones.

Figura 6. Santiago
Ramény Cajal. La
fotografia, de un
autor andénimo,
fue publicada por
la Universidad de
Clark en1899. La
restauracion de la
misma es obra de
Garrondo.
Fuente: https://
a commons.

Lt wikimedia.org/wiki/
_ e = File:Cajal-Restored.
SR jpg?uselang=es.

".( 1_"1:.-r--1...u r’;;

ok

| et

"

Figura 7. Dibujo de Santiago Ramdn y Cajal de las neuronas del cerebelo de una
paloma (a) Célula de Purkinje, un ejemplo de neurona bipolar (b) célula granular
que es multipolar. Fuente: http:;//commons.wikimedia.org/wiki/File:Purkinje-
Celljpg?uselang=es.

La doctrina de la neurona constituye la
base para la comprension de la organi-
zacion del sistema nervioso, lo que para
muchos sitia a Ramén y Cajal entre los
cientificos mas relevantes de la historia.
Ademas, Cajal también describid el cre-
cimiento axonal, un proceso clave para el
desarrollo del sistema nervioso, y propo-
ne que dicho proceso se basa en estimulos
quimicos (quimiotaxis). Un video intere-
sante sobre su vida y obra se puede encon-
trar en http://www.youtube.com/watch?-
v=7/0le2AmxeFw.
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LA NEURONA

Nuestro cerebro esta compuesto de aproximadamente
cien mil millones de células nerviosas llamadas neuronas
que tienen la asombrosa capacidad de recopilar y trans-
mitir sefiales electroquimicas. La fisiologia y funcion de
la neurona fueron descritas por primera vez por Santiago
Raman y Cajal en 1891, lo que le valid el premio Nobel en
1906.

Las neuronas tienen las mismas caracteristicas y compo-
sicidn que otras células, pero es su caracter electroquimi-
co el que les permite transmitir sefiales a través de largas
distancias (hasta varios metros) y transferir informacion
entre ellas. Las neuronas tienen tres partes basicas:

1. .Esta parte principal tiene todos
los componentes necesarios de la célula, como el nicleo
(que contiene ADN), el reticulo endoplasmico y los ribo-
somas (para la construccion de proteinas) y las mitocon-
drias (para producir energfa). Si el cuerpo celular muere,
laneurona muere.

2. . Esta larga extension de la célula, en forma de ca-
ble, lleva el mensaje electroquimico (impulso nervioso o
potencial de accidn) a lo largo de ella. Dependiendo del
tipo de neurona, los axones pueden ser cubiertos con
una fina capa de una sustancia llamada mielina, al modo
de los cables eléctricos aislados por una vaina de plas-
tico. La mielina esta hecha de grasas y proteinas y ayu-
da a acelerar la transmision de un impulso nervioso a lo
largo del axon, tal y como discutiremos mas tarde. Las
neuronas mielinizadas se encuentran tipicamente en los
nervios periféricos (neuronas sensoriales y motoras),
mientras que las no mielinizadas se encuentran en el ce-
rebroy lamédula espinal.

3.Las o terminaciones nerviosas. Estas exten-
siones ramificadas permiten llevar a cabo conexiones
con otras células y comunicarse con otras células o per-
cibirelentorno. Las dendritas pueden estar enuno o am-
bos extremos de la célula.

4.l atransmision de sefiales entre dos neuronas se produ-
ce mediante un proceso llamado , tal como se
representa en lafigura 2. En este proceso, la propia neu-
rona segrega un tipo de compuestos quimicos (neuro-
transmisores) que se depositan en el espacio sinaptico

Tarminal del
Axon

Cuerpo
celular

Célula de
Schwann

Mielina
Nucleo

Figura 8. Partes de la neurona. Fuente: http:;//commons.wikimedia.org/wiki/
File:Neurona.svg?uselang=es.

Figura 9. Imagen microscdpica de la neurona. Imagen original: Neuron.jpg,
tomada de US Federal (dominio pdblico), redisefiada por el usuario Dhp1080.
Fuente: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Neurona.svg?uselang=es.
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(espacio intermedio entre esta neurona transmisora y
la neurona postsindptica o receptora). Estas sustancias
segregadas o neurotransmisores son los encargados de
excitar o inhibir la accion de la otra célula llamada célula
post sinaptica.

¢§COMO SE TRANSMITE EL IMPULSO
NERVIOSO?
EL MODELO DE HODGKIN Y HUXLEY

Siguiendo las ideas de Cajal, y (figura12
ayb)llevaron a cabo experimentos en 1952 con el axon gi-
gante del calamar y encontraron tres tipos diferentes de
corrientes de iones, a saber: sodio (Na*), potasio (K*), y una
corriente de fuga que se compone principalmente de iones
de cloro (Cl). El flujo de los iones a través de la membrana
celular lo controlan canales iénicos especificos en forma
de poros, uno para el sodio y otro para el potasio.

El modelo de Hodgkin y Huxley puede ser comprendido
con la ayuda de la figura 12a. La membrana celular semi-

Figura 11: En el afio 1952, Alan L. Hodgkin (1914-1008) y Andrew. F. Huxley (1917-
2012) determinaron las leyes del movimiento de los iones en las células nervio-
sas durante un pulso de potencial. Formularon un modelo matemdtico para
explicar el comportamiento de las células nerviosas de un calamar gigante. Re-
cibieron por ello el premio Nobel en Fisiologia y Medicina en1963. Imdgenes ob-
tenidas de http:;//www.nobelprize.org/nobel_prizes/medicine/laureates/1963/.

permeable separa el interior de la célula del liquido ex-
tracelular y actia como un condensador. Siuna corriente
eléctrica de entrada I(t) se inyecta en la célula, se puede
afiadir carga adicional en el condensador, o fugar a través
de los canales de la membrana celular. Debido al trans-
porte activo de iones a través de la membrana celular, la
concentracion dentro de la célula es diferente de la que
hay en el liquido extracelular. El potencial eléctrico gene-
rado por la diferencia en la concentracion de iones a am-
bos lados de la membrana se puede entender como una
bater{a capaz de producir fuerzas electromotrices.

Interior Celular ! ) -

C

Exterior celular

Figurai12a. Esquemas de circuitos eléctricos del modelo de Hodgkin y Huxley. El
circuito atraviesa la membrana. Autor: Marco Fontelos.

Exterior (fluido extracelular)

Imterior celular

I
T_Condensador } Resistencia

Figura 12b. Esquemas de circuitos eléctricos del modelo de Hodgkin y Huxley.
Los circuitos son acoplados a lo largo del axdn mediante conexiones de resis-
tencia. Autor: Marco Fontelos.
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Vamos ahora a traducir las consideraciones expuestas
en ecuaciones matematicas. La conservacién de la carga
eléctricaenuntrozo de membranaimplica que la corrien-
te aplicadaI(z) se puede dividir enuna corriente capaciti-
val.que carga el condensador C'y otras componentes I,
que pasan a través de los canales ionicos. As{

10 =10 + 2L

donde la suma se extiende sobre todos los canales idni-
cos. En elmodelo de Hodgkin y Huxley sélo hay tres tipos
de canales: un canal de sodio con indice Na, un canal de
potasio con {ndice K y un canal de fuga con una resisten-
cia R (figura 12a). De la definicidn de una capacidad C =
Q/V donde Q es la carga y Vel voltaje a través del con-
densador, se encuentra la corriente de cargal = C dV/

dt. Por tanto,

dv _
C & =L+ 310

En términos bioldgicos, V es el voltaje a traves de la
membranay el ultimo término a la derecha es la suma de
las corrientes i6nicas que pasan a traves de lamembrana
celular. Como se menciono anteriormente, el modelo de
Hodgkin y Huxley describe tres tipos de canales. Todos
los canales se pueden caracterizar por su resistencia o,
equivalentemente, por su conductancia. El canal de fuga
se describe por una conductancia g, =1/ , (siendo R la
resistencia). De modo analogo, se introducen las conduc-
tancias de los otros canales ionicos.

Si los canales estan cerrados, la concentracion de iones
sodio enelexterior esmayor que enelinterior delacélula,
mientras quelade potasioesmenorfueraquedentrodela
célula. Sitodos los canales estan abiertos, se transmiten
corrientes con una conductancia maxima, pero normal-
mente algunos de los canales estan bloqueados. La frac-
cion de canales bloqueados decrece cuando el potencial
crece por encima de un cierto umbral pero, en el caso de
los canales de sodio termina creciendo cuando el poten-
cial es suficientemente grande. Si se induce inicialmente
unaumento de potencial a través de lamembrana, enton-
ces una fraccion de los canales de sodio se abre y mas io-
nes de sodio entran en la célula aumentando la diferencia
de potencial a traves de la membrana, lo que estimula la

apertura de nuevos canales. Este proceso para cuando
el potencial ha crecido a unos 100 milivoltios. En ese mo-
mento, los canales de sodio empiezan a cerrarse, y los
de potasio se abren para dejar pasar los iones de potasio
de dentro de la célula hacia afuera. Esto disminuye el po-
tencial a través de lamembranay lo termina restaurando
asuvalor enausencia de estimulo. El resultado es un pul-
so de unos 100 mV de amplitud con una duracion de 1ms.

Este fenomeno, que se produce en una porcion de la
membrana, se transmite a zonas adyacentes debido al
movimiento de iones por difusion. Este movimiento indu-
ce diferencias de potencial en zonas vecinas de la mem-
brana de manera que, si esta combinada con una fraccion
significativa de poros abiertos (lo que ocurre solo en la
direccion en la que la membrana no ha sido excitada an-
teriormente), produce el pulso en la zona adyacente v,
por tanto, la propagacion del mismo en la direccion del
eje del axon. El proceso se puede ver como una familia de
circuitos como los descritos anteriormente, acoplados a
lo largo de la membrana mediante conexiones con resis-
tenciar, tal como muestra la figura12b.

VELOCIDAD DE PROPAGACION
DEL IMPULSO NERVIOSO
Y EFECTOS DE LA DESMIELINIZACION

Muchas enfermedades neuroldgicas, como la esclerosis
multiple, tienen su origen en la degradacion de la capa de

querecubre los axones. Las capas de mielina son,
en algunos de estos casos patologicos, atacadas por el
sistema inmune. Una vez que la capa de mielina empie-
za adegradarse, el axon pierde espesory la velocidad de
propagacion del impulso nervioso disminuye. Mas grave
que eso es el hecho de que la mielina deja de distribuirse
uniformemente a lo largo del axdn, alternando regiones
con alta velocidad y regiones con baja velocidad. Esto
da lugar a efectos de reflexion y refraccion del impulso
nervioso. Es analogo a lo que ocurre cuando iluminamos
la superficie del agua con una linterna: debido a la dife-
renciade velocidades de propagaciénde laluzenelairey
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enelagua, partede laluz que llega al agua sereflejaenla
superficie y parte se transmite cambiando de direccion.
El efecto en una neurona es una degradacion de la sefial
g, incluso, reflexion de parte de la misma. Las consecuen-
cias de estos defectos en la transmision repercuten en
perdidas de eficiencia en la activacion de los misculos y,
en los casos mas graves, en paralisis.

Para estudiar este fendmeno, comencemos haciendo una
estimacion de la velocidad a la que se propaga el impulso
nervioso. Para ello, recordemos que la velocidad es espa-
ciorecorrido por unidad de tiempo. Es decir, la velocidad
vviene dada por

donde A es longitud recorriday T es el tiempo empleado
enrecorrerla. La longitud que recorre la sefial sera tanto
menor cuanto mayor sea la resistencia del citoplasma;
es decir, A sera inversamente proporcional a la resisten-
ciar,. Por otra parte, como el potencial de accion de un
segmento del axdn es el que proporciona la corriente de
despolarizacion para los segmentos adyacentes, el tiem-
po T sera proporcional al tiempo que tarda la membrana
en descargarse. En un condensador, dicho tiempo es pro-
porcional a su capacidad C_. Por tanto, la velocidad sera
proporcional a

v=1
¢ rC

1" m

Aunque este calculo no nos permite estimar exactamen-
te la velocidad a la que se propaga el impulso nervioso,
si nos da informacion sobre como aumentar o disminuir
dicha velocidad.

En primer lugar, si suponemos que el axon es un cilindro
conductor, tendremos que la resistencia es inversamen-
te proporcional a la seccion transversal, es decir, r, sera
inversamente proporcional al cuadrado del radio del
axon. Por otra parte, la capacidad C_ de la membrana
serd proporcional a su area, que a su vez es proporcional
al radio del axon. El resultado neto es una velocidad de
propagacion proporcional a

siendo a el radio del axdn. En consecuencia, conseguire-
mos una rapida velocidad de propagacion aumentando el
radio del axon. Eso es lo que hace, por ejemplo, el cala-
mar gigante: jsu axon tiene un diametro de hasta 1 mm!
De esta forma, puede alcanzar velocidades de propa-
gacion de unos 100 m/s. El problema es que axones con
diametros grandes suponen un volumen tambien grande
(proporcional al cuadrado del radio del axén), asi como un
elevado gasto energético para mantenerlos funcionales,
y eso impide que haya un gran nimero de neuronas en un
volumen dado. Los axones humanos tienen un radio mu-
cho menor, lo que nos permite tener un gran nimero de
neuronas (e inteligencia, por tanto). Nuestros impulsos
nerviosos deber{an ser también mucho mas lentos, pero
usamos un truco que los acelera hasta 100 veces y nos
permite también una velocidad de unos 100 m/s, basado
en una idea muy sencilla a partir de la férmula para la ca-
pacidad de un condensador plano:

C =

€A
m=

siendo ¢ la constante dieléctrica de la membrana ce-
lular, A el 4rea de las placas del condensador (las caras
interna y externa de la membrana) y d la distancia entre
placas (espesor de la membrana). Si aumentamos d en-
sanchando la membrana o recubriéndola de alguna sus-
tancia de propiedades fisicas parecidas, conseguiremos
disminuir la capacidad y, con ello, aumentar la velocidad.
Esto se consigue mediante una sustancia rica en lipidos
producida por las células de Schwann y llamada mieli-
na. Las capas de mielina rodean uniformemente el axén
y consiguen aumentar la capacidad hasta 100 veces. Y la
velocidad, por tanto, en la misma cantidad. Por tanto,
la disminucion de mielina reducen la velocidad de propa-
gacion del impulso nervioso, lo que puede derivar incluso
en paralisis.

Otra causa de pérdida de eficiencia en la transmision de
las sefiales es la obstruccion de los axones al movimiento
de sustancias quimicas. Es el caso de la esclerosis late-
ral amiotrdfica (ELA) en la que se produce acumulacion
anormal de neurofilamentos hiperfosforilados en el
soma neuronal y en los axones.

Otro desorden neurolégico es la enfermedad de Parkin-
son. En este caso, falla la transmision sindptica entre
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neuronas por falta de un neurotransmisor: la dopamina.

Finalmente, hay otra familia de enfermedades, como la en-
fermedad de las vacas locas o el Alzheimer, en las que, se-
glinseteoriza, se produce directamente la muerte neuronal
por la accion de proteinas “defectuosas” llamadas priones.
En este caso, seria la geometria de dichas proteinas la cul-
pable de la enfermedad.

MATERIALES AUXILIARES

LIBRO

Bender, E. A.(1978): An introduction to mathematical mode-
ling. Mineola, New York: Dover Publications, col. Dover Boo-
ks on Computer Science.

Es un libro sobre modelizacién matematica con numerosos
ejemplos de nivel asequible para un estudiante de secun-
daria y que ademas incluye algunos ejemplos relacionados
con biolog{a matematica como la estimacion de las dimen-
siones de los seres vivos o del nimero de vasos capilares,
mediante maximos y minimos.

PAGINAS WEB

http://neurociencias.udea.edu.co/neurokids/. Esta web
ofrece una extensa coleccion de recursos en espafiol sobre
neurologfa.

http://facultywashington.edu/chudler/experihtml. En este
enlace se explican experimentos relacionados con la neuro-
na que se pueden hacer enunaula (eninglés).

PELICULAS

Philadelphia (Jonathan Demme, 1993). Un abogado, tras ser
despedido por su empresa por ser portador del virus del
sida, lucha por cambiar la imagen que se tiene sobre esta
enfermedad.

Amor y otras drogas (Edward Zwick, 2010). Esta comedia
amorosa trata el tema de la enfermedad de Parkison.

SERIE

House (David Shore, 2004). Serie de television sobre médi-
cos, protagonizada por Hugh Laurie y centrada en el equipo
de diagnostico.

MATERIAL AUDIOVISUAL

http://www.cancerquest.org/es/cancer-biology-anima-
tions.html. Esta pagina incluye una coleccién de videos en
espafiol sobre cancer.

http://www.rtve.es/television/20100114/serie-sobre-ra-
mon-cajal/312241.shtml. Videos de la serie Ramén y Cajal,
sobre laviday obra del cientifico espafiol.

PODCAST DERADIO

"Keeping the beat". Mathematical Moments, AMS. Podcast
de radio para el programa Momentos matemdticos de la
Sociedad Americana de Matematicas acerca del uso de las
matematicas para entender el funcionamiento del corazon.
Disponible en http:;//www.ams.org/samplings/mathmo-
ments/mm9l-heartbeat-podcast.
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Este capltulo estd dedicado a la bioinformatica, disciplina
cient{fica que utiliza técnicas de computacion, inteligencia
artificial, mineria de datos y matematicas para analizar las
secuencias del genoma humano, estudiar su estructura,
determinar sus genes, ver cuales de ellos son funcionales e
identificar esa funcion. También relaciona los genes huma-
nos con los encontrados en el estudio del genoma de otras
especies.

Las nociones matematicas que se emplean en bioinformati-
ca son multiples y variadas. Muestran la ubicuidad y poten-
cialidad del conocimiento matematico, su poder para hacer
elmundointeligible y su capacidad transformadora. En este
capitulo se presentan algunas de las herramientas basicas,
de interés tanto para estudiantes que se orienten a los gra-
dos de Ciencias de la Salud como para aquellos otros que
estén interesados en las ramas técnicas y de la Ingenieria,
aunque ha de considerarse que casi todos estos contenidos
son de nivel superior al de bachillerato.

La cantidad de datos bioldgicos listos para analizar en el es-
tudio del genoma humano parece inagotable. Este procesa-
miento se puede considerar como el mayor reto cientifico
delsiglo XXly elimpacto de este proyecto en la opinidn pu-
blicay en diversos sectores cientificos, técnicos, econémi-
cosy politicos es comparable con el de |a fisica a comienzos
delsiglo XX.

El objetivo central de la bioinformatica es establecer la se-
cuencia de una molécula de ADN, es decir, determinar el or-
denenel que en ella aparecen los distintos pares de bases,
lo que se denomina secuenciar la molécula. Pero para ello
hay que romper varias de sus copias en millones de trozos
mas pequefios, y luego ensamblarlos como si fuese un gi-

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

gantesco puzle. El problema de ensamblar todas estas pe-
quefias piezas se resuelve con ayuda de la teor{a de grafos.
Se dividen las piezas en trozos mas pequefios, con lo que se
genera un inmenso grafo. Los grafos escogidos son grafos
dirigidos, que representan solapamientos entre sucesio-
nes de simbolos. Sobre el grafo se buscan ciclos eulerianos
(caminos que empiezan y terminan en un mismo vértice y
recorren una sola vez todas las aristas) como guia para el
ensamblaje.

Para el alineamiento de secuencias se sigue la programa-
cion dinamica, que consiste en subdividir un problema en
pequefios problemas, encontrar la solucién de los mismos y
luego recomponer. El alineamiento de dos secuencias pue-
de ser local o global, lo cual da lugar al empleo de distintas
técnicas y algoritmos.

También en este capitulo se describe el plegamiento (pro-
ceso por el que una proteina adquiere una estructura tri-
dimensional), de la que depende su funcion bioldgica. La
secuencia de aminoacidos de una proteina determina su
estructura tridimensional.

Ademas se describen otras técnicas de apoyo para la bioin-
formatica como la busqueda en las bases de datos geno-
micas. Para almacenar de manera eficiente la informacion,
cadavez que un laboratorio obtiene una secuencianueva, se
buscan secuencias similares que puedan estar anotadas y
de las que se posea informacion bioldgica relevante sobre
su funcion; de ahi se puede deducir la funcién de la nueva
secuencia silabase esta bien conformada. Por otro lado, se
ejemplifican el uso de la estadistica en los estudios de aso-
ciaciony elempleo de métodos de geometria algebraica en
el campo de la filogenética.






INTRODUCCION

La secuenciacién del genoma humano es uno de los
grandes logros de la humanidad, pero queda mucho
camino hasta desentrafiar cdmo se interrelacionan los
datos obtenidos. Para extraer informacion Util de can-
tidades tan grandes de datos se utiliza la mineria de
datos, con métodos de la inteligencia artificial, apren-
dizaje automatico, estadistica, computacion y sistemas
de bases de datos. Este tema, junto con el problema de
la topologia del plegamiento de proteinas, el uso prac-
tico de los conocimientos adquiridos y algunas de las
repercusiones en otras ciencias afines, es desarrollado
en este capitulo.

Elaumento de |a capacidad de secuenciacion y la mejora
de la instrumentacion cientifica, junto con la universali-
zacionde Internety el desarrollo de grandes bases de da-
tos publicas, han puesto a disposicion de los cientificos
de todo el mundo una ingente cantidad de datos bioldgi-
cos listos para ser analizados.

Como es habitual, el analisis de estos datos necesita
mas tiempo y recursos humanos que los necesarios
para generarlos, y en esa tarea estan involucrados
investigadores de muy diferentes perfiles, que van
desde matematicos a bidlogos pasando por ingenieros,
quimicos e informaticos, entre otros. La tarea no ha
hecho mas que empezar y se puede describir como el
mayor reto cientifico del siglo XXI.

EL PROYECTO DE SECUENCIACION
DEL GENOMA HUMANO

El15 de febrero de 2001 la revista cientifica Nature (fi-
gura1) publicd los primeros analisis de las secuencias del
genoma humano generadas por el International Human
Genome Sequencing Consortium [http://www.genome.
gov/11006939), un consorcio que inclufa a cientos de
cientificos de 20 centros de secuenciacion en Alemania,
China, Estados Unidos, Francia, Gran Bretafia y Japon. Al

dia siguiente, la revista Science (figura 2) publicd el bo-
rrador del genoma humano obtenido por la compafiia pri-
vada Celera Genomics [https://www.celera.com/].

Sin embargo, hubo que esperar hasta abril de 2003 para
obtener un genoma descifrado con suficiente calidad,
coincidiendo con el 50 aniversario de la publicacion del

the::
human

Y i m v

Figura 2. Portada de la revista Science anunciado “el genoma humano”
Autora: Ann Elliott Cutting.
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articulo donde James Watsony Francis Crick -premiados
con el Nobel en 1962- describian la estructura de doble
hélice del ADN.

El proyecto de secuenciacién del genoma humano
comenzd en1991 con un presupuesto de 3.000 millones
de dolares y la esperanza de obtener una primera
version en el afio 2005. Se consiguié con dos afios de
adelanto y un coste de 2.700 millones de ddlares. Su
culminacion marcdé un hito importante en la revolucion
cientificaque desde hace décadas se viene produciendo
en la biologia, solo comparable con la de la fisica a
comienzos del siglo XX.

LA BIOINFORMATICA:

UNA DISCIPLINA CIENTIFICA SURGIDA
DE LA NECESIDAD

El genoma humano no fue el primero en ser descifrado.
En 1977 se obtuvo el del bacteriéfago Phi-X174, que
tiene un genoma de cadena uUnica con 5.386 bases
que codifican once proteinas.

El primer genoma de un eucariota fue el de la levadura
(Saccharomyces cerevisiae), que se obtuvo en 1996.
Se trata ya de ADN de doble cadena organizado en
16 cromosomas con aproximadamente 12 millones
de pares de bases y unos 6.000 genes. En 1998 se
secuencié el de un gusano (Caenorhabditis elegans) y
en el afio 2000 el de la mosca del vinagre (Drosophila
melanogaster). Desde entonces se estan desarrollando
multitud de proyectos de secuenciacion de genomas.

Cualquier proyecto de secuenciacion conlleva un arduo
trabajo; establecer la secuencia del genoma es solo el
primer paso.Hay que estudiar su estructura, determinar
sus genes, ver cuales son funcionales e identificar esa
funcion, relacionarlos con los genes encontrados en
otras especies, etcétera. Todo ello forma parte de la
tarea de una nueva disciplina cientifica, conocida como
bioinformatica, que utiliza técnicas de computacion,
inteligencia artificial, miner{a de datos y matematicas.

DE LAS “LECTURAS”
A LA SECUENCIA DEL GENOMA

Secuenciar unamoléculade ADN es determinar el orden
en el que aparecen en ella los distintos pares de bases
(bp). Este proceso se realiza de forma automatica con
unos instrumentos cientificos llamados secuenciadores
que solo pueden leer moléculas pequefias de ADN. Para
secuenciar un genoma hay que romper varias copias
del mismo en millones de trozos mas pequefios, para
secuenciarlos y luego ensamblarlos como si fuese un
gigantesco puzle.

Los secuenciadores actuales son mucho mas rapidos
que los utilizados en el proyecto del genoma humano;
pero la longitud de sus lecturas es mas pequefia y esto
obliga a trabajar con muchas mas piezas a la hora de
ensamblar. Por ejemplo, para el genoma humano la
empresa Celera (figura 3) ensambld 27.271.853 piezas
(que a partir de ahora llamaremos lecturas), con una
longitud media de 545 bp por lectura, provenientes del
ADN de cinco individuos, lo que hace un total de 15Gb
para un genoma de 3Gb; es decir, una cobertura del 5x.
En 2010 el proyecto del genoma del 0so panda gigante

Figura 3. Un secuenciador de la marca lllumina. Algunos secuenciadores auto-
maticos permiten secuenciar un genoma humano con una cobertura del 30x en
un dia. Imagen por cortesia de llluming, Inc.



ensamblé 3.400 millones de lecturas con una longitud
media de 50 bp, lo que da unos 176Gb para un genoma
de 3.4Gb; es decir, una cobertura del 76x.

UNA APLICACION
DE LA TEORIA DE GRAFOS

¢<Como se puede ensamblar un puzle con tantas piezas
y tan pequefias? La respuesta es un ejemplo de cémo
un resultado de matematica pura puede ser utilizado
muchos afios después para resolver un problema tec-
noldgico.

En 1736, el matematico Leonhard Euler resolvid el
problema de los siete puentes de Konigsberg, una
cuestion bien distinta de la que nos ocupa. En esta
ciudad prusiana (ahora llamada Kaliningrado, en Rusia),
habia siete puentes y un antiguo problema consistia en
saber si era posible atravesarlos todos sin pasar dos
veces por el mismo puente. Euler esquematizo el plano
de la ciudad mediante un grafo en el que las aristas eran
los puentes y los vértices eran las partes de la ciudad
(figura 4). Un camino que empieza y termina en un
mismo vérticeyrecorreunasolaveztodas las aristas se
[lama ahoraun ciclo euleriano. Elmismo Euler demostro
que para que existan ciclos eulerianos es necesario (y
suficiente) que todos los vértices tengan grado par
(el grado de un vértice es el nimero de aristas que
inciden en él). Un grafo con esa propiedad se denomina
euleriano. Como el grafo de Kénigsberg no es euleriano,

Figura 4. El problema de los puentes de Kénigsberg puede esquematizarse en
un grafo. Figura 4 a. Autor: Bogdan Giuscd. Fuente: http://en.wikipedia.org/
wiki/File:Konigsberg_bridges.png. Figura 4 b. Fuente: http://en.wikipedia.org/
wiki/File:7_bridges.svg. Figura 4 c. Fuente: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ko-
nigsburg_graph.svg.

2.5 EL GENOMA HUMANO

es imposible atravesar todos los puentes sin repetir
alguno.

Aunque no lo explicaremos con detalle, las ideas de
Euler se aplican hoy en dia para resolver el problema
del ensamblaje. Lo primero que se hace puede resultar
extrafio, pues se dividen las piezas (ya de por si pequefias)
en trozos mas pequefios. Con esto se genera un inmenso
grafo de De Bruijn -un grafo orientado que representa
solapamientos entre sucesiones de simbolos (figura 5)-
sobre el que se buscan ciclos eulerianos como guia para el
ensamblaje.

Grafo de De Buijn N=2, K=3

AN
SR

Figura 5. Los grafos de De Bruijn se usan para ensamblar de novo un genoma.

LA PROGRAMACION DINAMICA
PARA EL ALINEAMIENTO
DE SECUENCIAS

EL ADN y el ARN son los principales acidos nucleicos
que se encuentran en una célula. El primero contiene
la informacion hereditaria y el segundo permite el
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transporte de la informacidn del ADN para que la célula
pueda sintetizar las proteinas, entre otras funciones.
Estemecanismodetransferenciadeinformacionsesuele
denominar el dogma central de la biologia molecular:
el ADN se transcribe en ARN mensajero, que a su vez
se traduce en una proteina. Por ello, para estudiar un
organismo nos interesa conocer, ademas de su genoma,
su transcriptoma (coleccidn de todas las secuencias de
ARN que se producen) o su proteoma (coleccidn de todas
sus proteinas).

Es habitual (y muy conveniente) esperar a tener sufi-
ciente informacidn del transcriptoma y del proteoma de
un organismo antes de comenzar con la secuenciacion
de sugenoma. Las distintas secuencias de un organismo
que se obtienen en estos estudios se comparanconlasya
conocidas en otras especies cercanas para as{ poder de-
ducir su funcién o su estructura (en el caso de proteinas).

Segun la teoria dela evolucion, las secuen-
cias de un mismo gen en especies no muy
distantes evolutivamente (por ejemplo,
hombre y gorila) deberfan ser similares.
La tarea mas frecuente en bioinformati-
ca es la comparacion de secuencias para
buscar similitudes entre ellas. La manera
mas habitual de comparar dos secuencias
es alinearlas, de manera que tengamos el
mayor numero de coincidencias posible.

Algo muy parecido se hace en lingtistica.
Pensemos en las palabras puerto (espa-
fiol) y porto (portugués), ambas derivadas
del término portus en latin. Para alinear-
las necesitamos introducir un hueco en el
término portugués, que indica una trans-
formacion del fonema o en el diptongo ue
en espanol. P-orto y puerto.

PROGRAMACION DINAMICA

Dadas dos secuencias, por ejemplo:

ATAAACAATCAAAGAGCATGTTGGCCTGGTCCTTT
GCTAGGTACTG,

GATTAGACCCTCCCAAGTGAAGGAGGGCAGGGGA
GGGGGACAGCGAGCCA

¢Cémo podemos encontrar el mejor alineamiento? A
primera vista la respuesta es muy facil: establecemos
un sistema de puntuacién que nos permita calificar
cada posible alineamiento y nos quedamos con la
opcion que obtenga la mejor nota. El problema es que
ijhay demasiados alineamientos posibles! Dadas dos
secuencias de longitud 100 existen aproximadamente
unos 2x1078alineamientos distintos.

Por tanto, hay que recurrir a algin método que nos dé el
mejor alineamiento (o almenosunode los mejores)enun
tiempo razonable. El método mas utilizado en biologia
molecular es el algoritmo de Needleman-Wunsch, cuya
idea fundamental es buscar alineamientos optimos
de subsecuencias mas pequefias y luego reconstruir
el alineamiento dptimo global a partir de ellas. La
idea original (subdividir el problema en pequefios
problemas, encontrar la solucién de los mismos y luego

Richard E. Bellman (1920-1984) fue un
matematico que estudid en las universi-
dades de Brooklyny de Wisconsin. Trabajo
en el Laboratorio Nacional de Los Alamos
en el campo de la fisica tedrica y en 1946
se doctoro en Princeton. En 1979 el IEEE
(Institute of Electrical and Electronics
Engineers) le otorgd su Medalla de Honor
por su contribucion a la teoria de los sis-
temas de control y de los procesos de de-
cision, en especial por la programacion di-
namica y la llamada ecuacién de Bellman.



El alineamiento de dos secuencias pue-
de ser local o global. El ejemplo siguiente
pretende aclarar ambos conceptos.

Si queremos alinear las palabras BAJO-
RRELIEVE y ALTIBAJO nos damos cuen-
ta de que solo hay un trozo de ambas que
tiene sentido alinear (bajo), por lo que ha-
remos un alineamiento local. En cambio,
si queremos alinear oportunidad con la
palabra francesa equivalente opportuni-
té, para ver como ha sido su evolucidn des-
de la palabra latina opportunitas, lo mejor
es hacer un alineamiento global de las dos
palabras.

Laideaprincipal enambos casosesasociar
a cada alineamiento posible una puntua-
cién y quedarse con el alineamiento que
tiene la mejor puntuacion. El problema
es que el numero de alineamientos crece
muy rapidamente a medida que aumen-
tan las longitudes de las secuencias. Hay
diversos procedimientos para hacerlo, los
mas populares son el algoritmo de Need-
leman-Wunsch para alineamiento global
y el de Smith-Waterman para alineamien-
to local. También puede usarse BLAST
para hacer alineamiento de secuencias.

recomponer) es del matematico Richard Bellman, quien
la introdujo en el afio 1953; esta técnica es conocida
como programacion dindmica.

ELALGORITMO DE NEEDLEMAN-WUNSCH

Estudiaremos este algoritmo sobre un ejemplo.

Alinearemos las palabras RADIX y RAIZ.

2.5 EL GENOMA HUMANO

Paso 1. El sistema de puntuacion. Lo primero que se
necesita es establecer un sistema de puntuacién que nos
permita calificar cada posible alineamiento.

Por ejemplo:

Coincidencia de letra = 2 puntos; No coincidencia = -1
punto; un hueco =-2 puntos

Asi, al siguiente alineamiento

RADIX

RAIZ-

le corresponderian 2+2-1-1-2 = 0 puntos.

Paso 2. El algoritmo. Creamos una tabla con las dos
palabras que queremos alinear. Para empezar, en la
primera casilla, empezando por la esquina superior
izquierda, ponemos un cero (tabla a).

- R A D 1| X
2 0 2| -4 | -6 |-8|-10
R|=2|2|0|2]|-4]|-6
Al-4|0]|4]|2)|0]|-2
| | 6| 2|2 |3 | 4] 2
z| 84|01 ]|2]3

Tabla a: Primeros movimientos en el algoritmo de Needleman-Wunsch.

Ahora vamos a ir rellenando el resto de las casillas,
avanzando paso a paso. Cada movimiento que hagamos
significard que vamos completando letra a letra cada
palabra. Por ejemplo, si desde la casilla 0 de la esquina
nos movemos en horizontal a la derecha, quiere decir
que vamos a comparar las palabras (de una letra) “R"
y “" Este alineamiento tiene una puntuacién de -2,
que anotamos. Cualquier movimiento en horizontal
significara que afiadimos una letra en la primera palabra
yunhuecoenlasegunda. As{al desplazarnos otravezala
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derecha estaremos comparando las palabras “RA"y
alineamiento que tiene una puntuacion de -4.

Delmismo modo, unmovimiento envertical querra decir
que insertamos un hueco en la primera palabra y una
letra en la segunda. Por ejemplo, si desde la casilla de la
esquina que tenfa un 0 bajamos en vertical tres casillas,
significara que estamos comparando las palabras “---"y
“RAI" Este alineamiento tiene una puntuacion de -6.

Finalmente, si avanzamos en diagonal (hacia la derecha
y hacia abajo) significa que afiadimos una letra en
cada palabra. Por ejemplo, si desde la casilla del 0
descendemos en diagonal significara que estamos
comparando las palabras “R" y “R" alineamiento que
tiene una puntuacion de 2.

Apartir de ahi,iremosrellenando latabla.Pero debemos
tener en cuenta que se puede llegar a cada casilla de
varias maneras, por lo que en cada caso anotaremos el
movimiento de llegada (de izquierdaaderecha, dearriba
a abajo o en diagonal) que nos dé la mayor puntuacidn.

Por ejemplo, veamos cémo hemos obtenido el 2
que esta sefialado en rojo en la Tabla A. Llegar a esa
casilla desde arriba significa que en la primera palabra
tentamos “R" y hemos afiadido un hueco, mientras que
en la segunda palabra teniamos “-" y hemos afiadido
una letra. Por tanto estamos comparando las palabras
“R-"y "R’ lo que nos daria -4 puntos. Otra manera
de llegar es desde la izquierda: en la primera palabra
teniamos "-" y hemos afiadido una letra; en la segunda
palabra teniamos “R" y hemos afiadido un hueco
(movimiento horizontal). Asi que estamos comparando
las palabras“-R"y “R-" lo que nos vuelve a dar -4 puntos.
Finalmente si llegamos “en diagonal” significa que
avanzamos una posicion en ambas palabras. Estamos
comparando “R" con “R" es decir, al 0 que teniamos le
hemos afiadido una coincidencia, por lo que sumamos 2
puntos a la puntuacion de la casilla de la que venimos y
tenemos una puntuacion total de 2 puntos. De los tres
movimientos el de mayor puntuacién es el diagonal (2
puntos), por lo que anotamos en la tabla los puntos (2)
y también tomamos nota de la direccion (diagonal) en la
que hemos venido (tablab).

Con un poco de practica puede avanzarse mas rapido.
Por ejemplo, pasardelacasillaconel2enrojoalacasilla
desuderechasuponeafiadiruna“A’enlaprimerapalabra

un

y un“-"en la segunda, lo que significa que tenemos que
restar 2 puntos alos que teniamos, obteniendoun 0. Sia
esta casilla del 0 hubiésemos llegado en vertical desde
la que tiene un -4, estar{amos afiadiendo un “-"y una “A’,
lo que resta dos puntos mas y quedarian -6. Llegando
en diagonal, al -2 habria que restarle 2 puntos, ya que
hemos afiadido la no coincidencia "A"y “R’, y tendriamos
-4.Por tanto la mejor puntuacidn para esa casillaes 0, y
el movimiento de llegada es horizontal.

As{ continuamos con el proceso hasta rellenar toda la
tabla.

Paso 3. Nos fijamos en la Ultima puntuacion obtenida,
que es el 3 marcado en azul de la casilla de abajo a la
derecha. En esa casilla tenemos anotado que hemos
llegado en diagonal, por lo que desandamos el camino.
Repitiendo el proceso siguiendo las indicaciones
obtenemos una secuencia de flechas (tabla b). Esta
secuencia nos indica el alineamiento optimo: en la
primera palabra hemos ido afiadiendo letras, mientras
que en la segunda palabra hemos insertado un
hueco después de la A (movimiento horizontal). Asf
encontramos que el mejor alineamiento es:

RADIX
RA-IZ

con una puntuacion de 3.

R A D | X

0 2 | 4| -6 | -8 |-10

R -2 Diai lzq | Izq | l1zq | lzq
A -4 | Arr \Diagf-—lzqt lzq | lzq
| -6 | Diag | Arr | Diag \Diag lzq
Z -8 | Arr | Arr | Diag Diag%iag

Tabla b. Tercer paso para el alineamiento de las palabras RADIX y RAIZ seguin
el algoritmo de Needleman-Wunsch.



BASES DE DATOS

Los cientificos del genoma buscan analogias entre
diferentes especies, partiendo de la base de que todas
tienen una base evolutiva comun y, por otra parte, buscan
diferencias dentro de una especie que expliquen la
biodiversidad.Lainformacidnsobre elgenomahumanoyde
otras especies de animales y plantas se almacena enbases
de datos. Gracias a esta informacion los investigadores
pueden consultar lo que otros cientificos han descubierto.

Una de las grandes tareas de la bioinformatica es la de
organizar los datos para permitir a los investigadores el
acceso a la informacién y que estos aporten sus propios
datos para uso de la comunidad cientifica internacional.

La mayoria de las secuencias que se obtienen en los
laboratorios se depositan en bases de datos accesibles
via Internet. Hay tres grandes bases de datos de acceso
libre, que almacenan inmensas cantidades de secuencias,
tanto de nucledtidos como de proteinas:

- GenBank, en el NCBI (National Center for Biotech-
nology Information, Estados Unidos) [http://www.
ncbinlm.nih.gov/genbank/[;

Crecimiento del GenBank desde su creacién
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Figura 6. Como podemos apreciar en la grdfica, el crecimiento de GenBank
desde su creacidn es exponencial y se calcula que desde entonces duplica su
tamafio aproximadamente cada 18 meses. Fuente: NCBI.
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- Labase de datos japonesa DDBJ (DNA Data Bank of
Japan) [http://www.ddbj.nig.ac.jp/];

- Labase de datos del EMBL (European Molecular Bi-
ology Laboratory) [http://www.embl.de/], en el EBI
(European Bioinformatics Institute) en Hinxton, In-
glaterra.

Las tres intercambian informacién diariamente y son
coordinadas a través de INSDC (International Nucleotide
Sequence Database Collaboration). En octubre de
2012 afirmaban tener 145.430.961.262 pares de bases
contenidas en157.889.737 de secuencias enlas divisiones
habituales, ademas de unos 86’5 millones de secuencias
provenientes de los grandes proyectos de secuenciacion
de genomas completos (WGS).

La mineria de datos intenta extraer in-
formacién de grandes volumenes de con-
juntos de datos mediante el analisis de
patrones y de aglomeraciones de datos
(cluster), la deteccién de anomalias y el
descubrimiento de interrelaciones ocul-
tas. Utiliza técnicas que van desde la in-
teligencia artificial (reglas de asociacién)
hasta la topologia algebraica (homologia
persistente), pasando por los modelos es-
tadisticos.

LA TEORIA DE PROBABILIDAD

AL RESCATE. BLAST, LA HERRAMIENTA
DE BUSQUEDA EN LAS BASES

DE DATOS GENOMICAS

Cadavez que unlaboratorio obtiene una secuencia nueva
se buscan en las bases de datos secuencias similares con
la esperanza de que estén anotadas (tengan informacion
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bioldgica relevante sobre su funcion) y de ahi deducir la
funcion de la nueva secuencia.

Esta es una practica comdn incluso en la vida diaria.
iQuién no ha deducido el significado de una palabra
desconocida en un idioma ajeno por su similitud con una

BLAST

La herramienta “Basic Local Alignment
Search Tool (BLAST)" encuentra regiones
de alineamiento local entre secuencias.
El programa compara secuencias de nu-
cledtidos o proteinas con las contenidas
en las bases de datos y comprueba si las
coincidencias halladas son estadistica-
mente significativas. http://blast.ncbinlm.
nih.gov/Blast.cgi.
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Figura 7. Sintenia (asociacién de dos o mds genes en un mismo cromosoma)
entre los genomas de Lactobacillus bulgaricus y L. acidophilus. Los ejes re-
presentan la posicién de los genomas en las respectivas especies. Los colores
representan la similitud de proteinas en puntuacién BLAST. http://www.scien-
cedirect.com/science/article/pii/S0966842X07002053.

en el propio! Aunque a veces hay que tener cuidado, la
palabra francesa curvature no significa “curvatura’, sino
"agujeta” (el término francés apropiado es courbure).

Para buscar una secuencia en una base de datos ten-
driamos que alinearla con todas y cada una de las depos-
itadas en la base, lo que resulta computacionalmente
inviable. Por ello es necesario desarrollar algoritmos
heuristicos que, aiin a costa de no obtener todas las se-
cuencias similares posibles, sean capaces de dar algunas
de las mas interesantes. De entre este tipo de algorit-
mos el mas utilizado es el BLAST (Basic Local Alignment
Search Tool).

BLAST se puede considerar como el Google de la inves-
tigacion en biologia, aunque en realidad su desarrollo es
anterior. La respuesta es rapida y eficiente pero ademas
viene acompariada de un valor estadistico que nos per-
mite deducir la significacion de la coincidencia, es decir
hasta qué punto se aleja del puro azar. Los fundamentos
matematicos del algoritmo se basan en los trabajos de
dos matematicos de Stanford, S.Karliny S. F. Altschul.

Samuel Karlin (1924-
2007) fue un matematico
americano de origen po-
laco. Estudié en Chicago
y se doctoro en Princeton.
Tras unos anos en el Ins-
tituto de Tecnologia de
California (Caltech), se
convirtié en catedratico
de Matematicas y Esta-
distica en la Universidad
de Stanford. Karlin tra-
bajé en Bioinformatica y
Genética de poblacionesy
a principios de los anos noventa desarrollo,
junto a Stephen Altschul, las bases del pro-
grama BLAST. En 1989 recibié la Medalla
Nacional de la Ciencia.

Samuel Karlin. © 2007,
Lee Altenberg.



EL PROBLEMA DEL PLEGAMIENTO
DE PROTEINAS. COMPARAR
SECUENCIAS DE PROTEINAS
PARA DETERMINAR SU ESTRUCTURA

No basta con conocer la lista de aminoacidos que
componen las proteinas, sino que es esencial determinar
su forma tridimensional para entender su funcion. El
bioquimico C. Anfinsen demostrd que algunas proteinas
desnaturalizadas se podian plegar espontaneamente hasta
alcanzar su estructura tridimensional activa (lo que le valio
la concesion del premio Nobel de Quimica en 1972). Esto
sirvio para conjeturar que la secuencia de aminoacidos
de una proteina determina su estructura tridimensional.
Aunque esta conjetura no se estima cierta para cerca del
70% de las proteinas de la naturaleza, dio lugar a uno de
los grandes problemas sin resolver de la ciencia actual, el
problema del plegamiento de las proteinas.

En las bases de datos de biologia molecular
no solo hay secuencias de nucledtidos o de
proteinas. Aparte de las citadas anterior-
mente existen numerosas bases de datos que
contienen informacion biolégica relevante y
que estan altamente interconectadas. Una
lista seleccionada y catalogada de 1.512 de
ellas se puede encontrar en “The NAR onli-
ne Molecular Biology Database Collection”,
[http://www.oxfordjournals.org/nar/data-
base/a/]. Muchas estén integradas en gran-
des portales bioinformaticos que ofrecen
ademads acceso a numerosas herramientas
para el analisis de los datos. Como ejemplo,
citaremos el NCBI, EMBL-EBI y EXPASY.

Hasta ahora, alrededor del 90% de las es-
tructuras tridimensionales de las proteinas
disponibles en los bancos de datos han sido
determinadas por cristalografia de rayos X.

2.5 EL GENOMA HUMANO

.

nnnnn

Estructura determinada por Marinoni, E. N, et al. en 2012 usando difraccién
de rayos X. Fuente: European Bioinformatics Institute public databases.

Topologia del plegamiento de proteinas

Una proteina es una cadena de aminoaci-
dos. El plegamiento es el proceso por el que
una proteina adquiere una estructura tridi-
mensional bien definida, de la que depende
su funcion bioldgica. Si una proteina no se
pliega correctamente sera incapaz de cum-
plir esa funcion.

El calculo de la estructura tridimensional
de una proteina a partir de su secuencia de
aminoacidos es uno de los principales pro-
blemas (aun sin resolver) para los investi-
gadores. El uso de métodos de inteligencia
artificial para explotar la informacién exis-
tente en las bases de datos de estructuras
previamente conocidas esta permitiendo
obtener buenos resultados en este campo.

Conceptualmente el problema es sencillo: dadas las posi-
ciones de todos los atomos de una proteina (tipicamente
unas decenas de miles) se podria calcular la energfa po-
tencial de la estructura y encontrar la configuracién que
la minimiza (que se supone es la que alcanza la proteina
cuando se pliega). Pero lo que la proteina puede encon-
trar en pocos minutos, aun computador potente le puede
llevar varios afios.

Sin embargo, partiendo de la idea de que secuencias
similares deber{an determinar estructuras similares y
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utilizando técnicas de inteligencia artificial, la bioinformati-
ca esta obteniendo buenos resultados en los Ultimos afios
mediante la explotacion de la informacion que se ha ido
acumulando en las bases de datos de proteinas, enlas que se
encuentra la estructura tridimensional de muchas de ellas.

HACIA UNA MEDICINA PERSONALIZADA

Los resultados del Proyecto Genoma Humano son muy
importantes para identificar nuevas enfermedades
genéticas y desarrollar sistemas de diagnostico gené-
tico y nuevos tratamientos, como la terapia génica, que
modifican directamente el genoma de un individuo.

Como todo gran proyecto cientifico, la secuenciacion del
genoma humano vy la informacion acumulada, junto con
las técnicas desarrolladas en el transcurso del mismo,
propician la aparicion de numerosas aplicaciones. De en-
tre todas las posibles destacaremos dos, la primera por
suimportanciay la segunda por el mero interés personal
de uno de los autores (A. Gomez Tato).

EL USO DE LA ESTADISTICA
EN LOS ESTUDIOS DE ASOCIACION

Nuestro genotipo (la informacidn genética que tenemos
codificada en el genoma) junto con las condiciones ambi-
entales en las que vivimos determinan nuestro fenotipo,
definido como el conjunto de rasgos morfoldgicos vy fi-
siologicos de nuestro organismo. Entre los humanos no
hay dos genomas iguales, es mas, incluso los genomas
de dos células diferentes de nuestro propio cuerpo casi
con toda seguridad no son idénticos. Una diferencia en
una posicion especifica del genoma entre individuos se
llama un polimorfismo vy las distintas variantes de un
polimorfismo se denominan alelos.

Esta variabilidad existente se esta utilizando en infini-

dad de laboratorios dispersos por todo el mundo para
estudiar los genes implicados en las diferentes enfer-

medades o por qué la respuesta a un tratamiento difi-
ere de persona a persona. De esta manera se trata de
llegar a la medicina personalizada en la que el farmaco
suministrado ya no depender{a de la enfermedad sino
también del genotipo del enfermo. Hay asociaciones que
son faciles de determinar porque dependen de un Unico
gen, como la fibrosis quistica, pero la mayoria son mul-
tigénicas y se necesitan herramientas estadisticas muy
sofisticadas para estudiarlas.

2

Autor: David Hall. Fuente: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Dna-SNPsvg.

Los polimorfismos mas frecuentes son los
de undnico nucledtido (por ejemplo, el cam-
bio de una A a una G) que se llaman SNP
(single nucleotide polymorphisms; se pro-
nuncia “snips”). En humanos hay en media
un SNP cada 1.000 bases en el genoma.



LA POLICIA CIENTIFICA
UTILIZA EL TEOREMA DE BAYES

Pero el genotipo no solo es Util en medicina o en el estu-
dio del origen del ser humano y su evolucion. Por ejem-
plo, la policia cientifica y los servicios forenses la usan
para responder a diferentes cuestiones criminalisticas.
En algunos casos las técnicas matematicas utilizadas
consisten en la simple aplicacién del llamado teorema
de Bayes.

Veamos un ejemplo simplificado de la estimacidn del
origen poblacional de unrastro biologico.

Supongamos que en la escena de un crimen la poli-
cla cient{fica ha encontrado un rastro bioldgico con
el genotipo GG TT GT correspondiente a los SNP
rs1426654(A:G), 1s2814778(C:T) y rs881929(G:T) de
los cromosomas 15, 1y 16 respectivamente. Suponga-
mos ademas que los sospechosos se dividen en partes
iguales entre personas de origen europeo (EUR), afri-
cano (AFR) y del Este de Asia (ASI). ;Podriamos decir
cual es el origen mas probable del autor del crimen a
partir de su genotipo?

Respuesta: Lo que tenemos que calcular es la probabili-
dad de que el origen sea europeo (EUR), africano (AFR)
0 asiatico (ASI), condicionada al genotipo encontrado.
Aplicando el teorema de Bayes sabemos que:

. P(genotipo = GGTTGT/EUR)+P(EUR
P(EUR/genotipo = GGTTGT) =1 (& P‘Egenoﬁpo —eGTT G)T) (EUR)

P(genotipo = GGTTGT/AFR)+P(AFR)
P(genotipo = GGTTGT)

P(AFR/genotipo = GGTTGT) =

2.5 ELGENOMA HUMANO

P(genotipo = GGTTGT/ASI)«P(ASI)
P(genotipo = GGTTGT)

P(ASI/genotipo = GGTTGT) =

Como las tres poblaciones tienen el mismo tamafio y
solo nos interesa conocer la mas probable, el problema
sereduce a calcular el primer término de cada uno de los
tres numeradores.

Como los SNP estdn en cromosomas diferentes,
podemos suponer que los valores que encontramos
son independientes unos de otros, por lo que esas
probabilidades se pueden escribir como producto de
las probabilidades condicionadas para cada SNP. Es
decir:

P(genotipo = GGTTGT/EUR) =
P(rs1426654 = GG/EUR) * P(rs2814778 = TT/EUR)
* P(rs881929 = GT/EUR)

por lo que solo necesitamos conocer para cada caso
las probabilidades de los distintos casos de cada SNP.
De las bases de datos existentes deducimos que las
frecuencias de aparicidn son las que se observan en la
tablainferior.

Por lo que (suponiendo equilibrio de Hardy-Weinberg en
todas las poblaciones)

P(rs1426654 = GG/EUR) = 0.01 * 0.01;
P(rs1426654 = GG/AFR) = 0.99*%0.99;
P(rs1426654 = GG/ASI) = 0.98%0.98;

P(rs2814778 = TT /EUR) = 0.99*%0.99;
P(rs2814778 =TT /AFR) = 0.1*0.1;
P(rs2814778 =TT /ASI) =0.9%0.9;

SNP EUR AFR ASI
$1426654
9% / 1% 1% / 99% 2% 1 98%
(alelos A/ G)
rs2814778
1% / 99% 90% / 10% 10% / 90%
(alelos (C/T)
Rs881929
60% / 40% 97% / 3% 1% / 99%
(alelos (G /T)
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P(rs881929 = GT/EUR) = 2*0.6%0.4;
P(rs881929= GT/AFR) = 2*0.97%0.03;
P(rs881929 = GT /ASI) =2*0.01%0.99.

De donde obtenemos:

P(genotipo = GGTTGT/EUR) = 0.0000470448
P(genotipo = GGTTGT/AFR) = 0.0005704182
P(genotipo = GGTTGT/ASI) = 0.0154029

Dividiendo por pares vemos que el origen asiatico es
unas 27 veces mas verosimil que el origen africano y 327
veces mas verosimil que el europeo, por lo que podemos
deducir que el rastro biologico es de origen asiatico.

REPERCUSIONES EN OTRAS
DISCIPLINAS CIENTIFICAS AFINES

La ingente cantidad de informacidn molecular que, sobre
una gran cantidad de especies, se esta generando en la
estela de los proyectos de secuenciacion genoémica esta
siendo utilizada de manera fructifera en numerosas
disciplinas cientificas afines. De entre ellas hablaremos
de la filogenética y la biologia de sistemas, ya que
en ambos casos la aportacion que esta haciendo la
matematica pura es muy significativa.

LA TEORIA DE LA EVOLUCION.
LA GEOMETRIA ALGEBRAICA
TIENE ALGO QUE DECIR AL RESPECTO

En biologia, la teoria de la evolucion de Darwin juega
un papel central. La evolucion se contempla como un
proceso de ramificacion desde una especie original,
donde las diferentes especies evolucionan hasta llegar
aromperse en dos grupos diferenciados que dan lugar a
la aparicion de nuevas especies. La historia de todo este
proceso evolutivo se suele visualizar mediante un arbol
de filogenia como el de la figura10.
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Figura 10. Arbol de la vida realizado en 1866 por Enrst Haenkel (1834-1916), en
el que podemos leer el orden en el que hipotéticamente se produce la aparicién
de las diferentes especies. Fuente: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/
commons/b/bc/Haeckel_arbol_bn.png.

As{, por ejemplo, en el hipotético arbol de la vida los
hominidos son una de las ramas mas pequefias (por
ser muy reciente su aparicion) y el gorila es, segun
la hipotesis mas aceptada, la especie de hominido
(existente) mas cercana al hombre, en el sentido de
que ambas provienen de una especie ancestral que en
un momento determinado se dividid, dando lugar a las
especies actuales.

Hasta la aparicion de la gendmica, la reconstruccién
del arbol de la vida se hacia principalmente a partir de
los caracteres morfoldgicos o fenotipicos. Hoy en dia,
el acceso a las secuencias de los diferentes genes en
diferentes especies permite la aplicacion de técnicas
matematicas muy potentes.

La comparacion de secuencias gendmicas nos esta
permitiendo estimar con mas precision diferentes
partesdelarbol de lavidaeincluso determinar lalongitud



de las ramas; es decir, estimar el tiempo transcurrido
desde la aparicion de dos especies a partir de la especie
ancestral comun. Para ello se estan utilizando modelos
de probabilidad muy sofisticados, as{ como técnicas de
optimizacidn estadistica como por ejemplo el algoritmo
iterativo EM (expectation-maximization). La disciplina
que realiza estas estimaciones se denomina filogenética
molecular.

Enlos ultimos afios esta irrumpiendo con fuerza en dicha
estimacion el uso de métodos de geometria algebraica
en el campo de la filogenética, como puede verse en el
excelente articulo de divulgacion titulado "Reconstruc-
cion filogenética usando geometria algebraica” de Marta
Casanellas y Jesus Fernandez Sanchez (2010).

Orangutan
Chimpancé

—
Gorila

Figura 11. Arbol filogenético de distintos mamiferos. Modificado. En Ca-
sanellas y Ferndndez Sdnchez (2010).

La evolucion de las especies es propiciada
principalmente por la existencia de errores
(mutaciones) en el proceso de replicacién
del genoma que toda célula tiene que lle-
var a cabo para reproducirse. Aunque solo
se transmiten a los descendientes aquellas
mutaciones que se producen en las células
sexuales, este proceso de cambio genético
junto con otros mecanismos evolutivos va
acumulando de generacion en generacion
diferencias en los genomas de una especie
y entre las diferentes especies.

“El sabio debe ordenar; se hace la ciencia con hechos,
como una casa con piedras; pero una acumulacion de
hechos no es ciencia, lo mismo que un montén de piedras
no es una casa”

HenriPoincaré, Ciencia e hipdtesis, capitulo IX.

2.5 EL GENOMA HUMANO

EL RESURGIMIENTO
DE LA BIOLOGIA DE SISTEMAS.
LOS SISTEMAS DINAMICOS

La bioinformatica, junto con la gendmica, la protedmica,
etcétera, tienen como mision identificar y catalogar los
distintos componentes moleculares de la célula asi como
sus funciones. Todas ellas estan teniendo un gran éxito
en su indispensable tarea cientifica. Pero el catdlogo
de los diferentes componentes de una célula o de un or-
ganismo, por muy exhaustivo que sea, no es suficiente
para entender cémo funciona. Basta observar el caso
de una mariposa que, sin cambiar de genoma, empieza
su vida siendo un gusano y la acaba como lo que es, una
mariposa. Hay que cambiar, por tanto, el punto de vista
de la biologia molecular y saber que aunque los distin-
tos componentes celulares son importantes, la vida de
un organismo surge de la relacion entre sus diferentes

Norbert Wiener
(1894-1964) fue un
matematico  estado-
unidense, considerado
elfundador de la Ciber-
netica. Estudid mate-
maticas, zoologfa y fi-
losofia y se doctord en
Harvard con una tesis
sobre logica matema-
tica. En Cambridge (In-
glaterra), estudié con
Bertrand Russell y G. H.
Hardy. En Géttingen (Alemania), con David
Hilbert y Edmund Landau. Fue catedratico
de Matematicas en el Instituto de Tecnolo-
gia de Massachusets (MIT). En 1948 publicé
Cibernética o El control y comunicacion en
animales y maquinas).

Fuente: http://commons.
wikimedia.org/wiki/File:
Norbert_wiener.jpg
Autor: Konrad Jacobs.
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partes y solo puede ser entendida a partir del conoci-
miento de la dindmica de esas relaciones.

La idea de entender la vida a nivel de la dinamica de
sistemas esta presente en la biologia desde mediados
del siglo XX, debido fundamentalmente a los trabajos del
matematico Norbet Wiener y del bidlogo Ludwig von
Bertalanffy (1901-1972), conocido por su planteamiento
de lateor{a general de sistemas.

Siguiendo estas ideas, la biologia de sistemas trata de en-
tender el funcionamiento de una célula y de un organismo
como un sistema bien organizado de procesos dinamicos.
Desde principios del siglo XXI estd viviendo una edad de
oro, debido a que dispone, por primera vez, de suficiente
informaciony datos para poder avanzar en su tarea.

BASES DE DATOS DE MODELOS
BIOLOGICOS

Actualmente se estan desarrollando numerosos mode-
los matematicos que permiten comprender y predecir
elcomportamiento de los diferentes procesos celulares
o intercelulares, mediante herramientas matematicas
que pueden ir desde las redes de Boole y cadenas de
Markov a sistemas de ecuaciones diferenciales, como
las utilizadas en dos modelos recientes relacionados
con el metabolismo del colesterol.

Es cada vez mas habitual depositar en bases de datos
estos modelos matematicos, codificados en un lenguaje
comun llamado SBML. Por ejemplo los modelos antes
citados se encuentran en la base de datos Biomodels
[http://www.ebi.ac.uk/biomodels-main/] sita en el por-
tal del EBI (Instituto Europeo de Bioinformatica) con
los codigos MODELO568648427 y BIOMD000000434
respectivamente. Se pueden bajar y analizar con diverso
software libre especifico parabiologia de sistemas, como
por ejemplo CellDesigner [http://www.celldesigner.org).

CONCLUSION

Quizaslafrase que mejorresume lasideas que se exponen
en este capitulo es el titulo del famoso ensayo de Joel E.
Cohen: “Las matematicas son el nuevo microscopio de la

biologia, solo que mejor; la biologia es la nueva fisica de
las matematicas, solo que mejor”.

EJERCICIOS

1. Construye una pequefia base de datos. Para una
coleccion de entidades (por ejemplo: especies,
ciudades, paises, etcétera), selecciona una serie de
caracteristicas (por ejemplo: nimero de habitantes,
renta per capita, edad media, porcentaje de mayores
de 90 afios, etcétera) y observa los distintos valores
de las mismas. Organiza todo ello en una pequefia
base de datos. Pon énfasis en la importancia de
la codificacion precisa de los distintos valores
almacenados en dicha base de datos.

2.Con los datos del ejercicio1, establece una medida
de la similitud entre las distintas entidades. Asi,
si se ha hecho una base de datos de ciudades y
las caracteristicas observadas son numeéricas, se
podria utilizar la distancia euclidea como medida de
similitud. Elresultado final serda una matriz simétrica
de similitudes entre todos los pares de entidades de
la base de datos.

3. Con la matriz de similitudes anterior y utilizando
un método de agrupamiento jerarquico (por ejemplo,
UPGMA o Neighbor joining) agrupa las entidades
anteriores en clases en funcién de su similitud. Los
algoritmos se pueden aplicar a mano con pocas
entidades y para un niimero grande (10 o mas) se
puede utilizar OCTAVE (http://octave.sourceforge.
net/), FreeMat (http://freemat.sourceforge.net/) o un
paquete estadistico de cddigo abierto como R (http://
www.r-projectorg/ ) o PSPP (http://www.gnu.org/
software/pspp/).

4. Utiliza el algoritmo de las k-medias para agrupar
las entidades anteriores en clases en funcidn de su
similitud. Se puede utilizar OCTAVE, FREEMAT, o un
paquete estadistico de cddigo abierto como R o PSP.

MATERIALES AUXILIARES
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http://www.ornl.gov/sci/techresources/Human_
Genome/home.shtml. La pagina web del proyecto
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PELICULAS

The amazing Spider-Man (Marc Webb, 2012). Peter
Parker, el estudiante que se esconde bajo la mascara de
Spider-Man, sufrié un accidente —fue mordido por una
arafia radioactiva— que modificd su genoma, dotandole
de sus super poderes aracnidos.

Parque Jurdsico (Steven Spielberg, 1993). Basada en
la novela de Michael Crichton. La reserva biologica
en la que tiene lugar la accion cuenta con dinosaurios,
creados a través de la ingenieria genética.

Gattaca (Andrew Niccol, 1997). Escrita y dirigida por
Andrew Niccol. Pelicula ambientada en una sociedad
futura, en la que la mayor parte de los nifios son
concebidos in vitro y con técnicas de seleccién genética.

La humanidad en peligro (Them!) (Gordon Douglas,
1954). Pelicula de ciencia ficcidn en la que el ejército
americano realiza unas pruebas atomicas en un desierto
del suroeste de los Estados Unidos, lo que causa una
mutacion de las hormigas que crecen hasta alcanzar
gigantescas dimensiones.

La mosca (David Cronemberg, 1986). Un cientifico se
utiliza a s{ mismo como cobaya en la realizacién de un
complejo experimento de teletransportacion. La prueba
es un éxito, pero empieza a sufrir unos extrafios cambios
en su cuerpo. Al mismo tiempo, descubre que dentro
de la capsula donde realizd el experimento se introdujo
una mosca, que produjo la modificacion genética que
empieza a sufrir en su cuerpo.
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Super energia

Autor: Andrés Mondéjar Picazo. FOTCIENCIA9

El rayo, temido por muchos y apasionante para otros. Con la energia que libera un solo
rayo bastaria para iluminar una ciudad de tamafio medio durante todo un afio. Pueden
llegar a alcanzar mas de 100 millones de voltios, una intensidad de 20.000 amperios y llegar
atemperaturas tres veces la de la superficie del Sol. La velocidad de un rayo puede llegar a
los 140.000 km por sequndo y para saber la distancia a la que se encuentra la tormenta se
calcula contando los sequndos que transcurren desde que se produce el reldmpago hasta
que se escucha el trueno. La diferencia de tiempo entre ambos se debe a que, mientras que
la luz viaja a una velocidad de 300.000 kildmetros por sequndo, el sonido lo hace a tan solo
331metros por segundo. Para calcular ladistanciaenkildmetros ala que se hallalatormenta
de nosotros, Uinicamente hay que aplicar la siguiente formula: Distancia = N° de sequndos/3
Seriaun gran paso para la ciencia el poder almacenar toda esa energia: teniendo en cuenta
que cada sequndo caen en la Tierra una media de cien rayos, seria una fuente de energia
excelente.






METEOROLOGIA
Y CLIMA

Ana Maria Mancho






Este capitulo esta dedicado al uso de herramientas y
modelos matematicos para estudiar y prever el clima.
La autora hace una revision histodrica, recogiendo habi-
tos populares y datos para mostrar la contribucion de la
matematica al progreso del conocimiento sobre la me-
teorologia. Las matematicas facilitan un lenguaje para
describir la evolucion de la atmdsfera, y proporcionan
métodos numéricos para su prevision. Newton escribid
en lenguaje matematico las leyes del movimiento de los
objetos, y Euler describid las ecuaciones del movimiento
de los fluidos como el agua o el aire. Se trata de informa-
cion disponible para el estudiante de secundaria, quien
puede conformar sus conocimientos sobre esta impor-
tante tematica.

La atmaésfera se comporta como un fluido y por ello las
ecuaciones que la caracterizan son las ecuaciones de la
hidrodinamica. Mediante estas ecuaciones se puede des-
cribir la evolucion de los vientos y de la presion. Aquise en-
cuentra labase de lameteorologia, aunque enella también
intervienen otras magnitudes fisicas que describen el es-
tado de la atmosfera como son la humedad, la condensa-
ciony evaporacion del agua, el calory la temperatura.

A lo largo de los siglos XIX y XX distintos matematicos
y meteorologos descubrieron las leyes con las que des-
cribir la atmosfera y su evolucidn. El comportamiento
del tiempo atmosférico es altamente impredecible, ya
que las ecuaciones que describen su evolucidn son muy
sensibles a las condiciones iniciales. Por esta razon las
predicciones del tiempo solo tienen sentido en periodos
no demasiados largos, desde horas a dias.

La prediccion del tiempo mediante métodos numéricos
ha marcado la transicion entre la tradicién y la moderni-
dad en meteorologia, métodos que han venido apoyados
por el desarrollo de las técnicas de computacidny poten-

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

tes ordenadores, ademas del incremento en la precision
y ubicuidad de los instrumentos de medida de algunas
variables atmosféricas, como la presion, la velocidad del
viento y la humedad. La autora describe también distin-
tas experiencias que han fundamentado la moderna me-
teorologia.

En la actualidad el pronostico del tiempo emplea mode-
los matematicos que incorporan la rotacion de la Tierra
y la interaccion con su geografia y el océano. Incluyen las
observaciones que se logran con métodos cada vez mas
sofisticados y precisos, como los radares y los satélites.
Para incorporar los datos en los modelos se usan nume-
rosas herramientas matematicas: la estadistica, lateoria
de los procesos estocasticos, la teoria del procesado y
filtrado de sefiales, el control éptimo sobre problemas
gobernados por ecuaciones en derivadas parciales, la
optimizacion y la teoria de problemas inversos. Asimis-
mo se describe la tendencia actual en la prediccion del
tiempo: el prondstico por conjuntos. Esta técnica utiliza
muchos prondsticos para efectuar una media y obtener
una estimacion del nivel de incertidumbre de los resulta-
dos. El conjunto de diagndsticos se consigue ejecutando
un Unico modelo con leves modificaciones de las condi-
ciones iniciales, o bien utilizando distintos modelos que
existen con idénticas condiciones de partida.

Describir la evolucion del clima en la Tierra es mas com-
plicado que la mera prediccién meteoroldgica, pues en
el clima influyen multitud de factores y fendmenos que
no intervienen en la perspectiva meteorologica, que es
mucho mas local en el espacio y el tiempo. En este capi-
tulo se describen muchos eventos y aspectos que en el
pasado han contribuido a las variaciones a gran escala
del clima en la Tierra, pero que no se contemplan en la
prediccion del tiempo y que son dificiles de prever.






EL TIEMPO Y SU PRONOSTICO
EN LA HISTORIA

La prediccion del tiempo ha jugado un papelimportante
en la vida humana tanto en el pasado como en el pre-
sente. En el gran escenario de la historia el destino de
las naciones a menudo ha dependido de las vicisitudes
del tiempo. Asi, en 1588 la Armada Invencible espafiola,
con la que el rey Felipe I ataco a Inglaterra, sufrio una
violenta tormenta de cinco dias frente a las costas de
Escocia que hizo naufragar sus barcos. Los navios que
huyeron hacia el oeste intentando escapar sufrieron
otra fuerte tormenta cerca de Irlanda. Solo la mitad de
la flota espafiola regresd. Algo parecido le ocurrio, en
dos intentos fallidos en 1274 y 1281, al Gran Kan del im-
perio Mongol Kublai Khan, cuando se lanzd a la conquis-
tade Japdn conun gran ejército. Los fuertes vientos del
mar destrozaron sus barcos y los estrellaron en la orilla.

Durante siglos el hombre ha intentado predecir el tiem-
po, observando los signos de la naturaleza en el cielo y
en la Tierra, buscando indicios que hicieran esas predic-
ciones posibles. El discipulo de Aristdteles, Teofrasto,
recoge en su ensayo sobre El libro de los signos:

"Los signos que indican lluvia son as{: inconfundible-
mente es lo que ocurre al amanecer, cuando el cielo tie-
ne una apariencia rojiza antes de salir el sol; ya que esto
indica que lloverd antes de tres dias, sino el mismo dia".

En el capitulo XVI del Evangelio de San Mateo se lee:

"Al atardecer decis: 'Va a hacer buen tiempo porque el
cielo tiene un rojo de fuego'y a la mafiana: ‘Hoy habra

tormenta porque el cielo tiene un rojo sombrio™.

En la cultura popular los signos sobre el tiempo y su in-
terpretacion han dejado su impronta en el refranero:

nou

“Arco en el cielo, lluvia en el suelo’, “Cielo a corderos,
agua a calderos”, “Aurorarubia, o viento o lluvia’, “Golon-
drina en bajo vuelo, anuncia lluvia en el cielo”.

Estos ejemplos muestran la importancia de las predic-
ciones meteoroldgicas para el ser humano, aunque los
exitos en los pronosticos a veces se han conseguido por

casualidad, y otras por el método. En las mejoras de la
prediccion basadas en el método las matematicas han
sido muy importantes porque han facilitado un lenguaje
para describir la evolucidn de la atmdsfera, y han pro-
porcionado las técnicas numéricas que implementan
hoy en dia grandes superordenadores.

LA ATMOSFERA Y SUS LEYES

Para poder descifrar los cambios en la atmosfera, lo
primero es entender su funcionamiento.

(1642-1727) asento las bases para el desarrollo de la fi-
sica escribiendo en lenguaje matematico las leyes que
gobernaban el movimiento de los objetos. Mas tarde el
gran matematico (1707-1783) extendio
estos resultados escribiendo las ecuaciones del movi-
miento de los fluidos como el agua o el aire.

Las leyes que describen la dinamica atmosférica tam-
bién se expresan mediante ecuaciones en derivadas
parciales. La atmosfera se comporta como un fluido,
asi que, de entre las ecuaciones que la caracterizan, las
mas destacables son las ecuaciones de la hidrodina-
mica. Estas ecuaciones, que describen la evolucién de
los vientos y la presion de la atmdsfera, encierran una
tremenda variedad de soluciones, que se obtienen para
distintas condiciones de contorno o al variar los para-
metros que intervienen en ellas. Las soluciones son fas-
cinantes y en el mundo real se observan en una cascada
oenunarroyoy en los remolinos que alli se forman.

Pero en la dinamica de la atmdsfera, ademas de los
vientos y la presion, intervienen otras variables como
la humedad, relacionada con la condensacion y la eva-
poracion del agua, el calor y la temperatura, etcetéra.
Las ecuaciones para estas variables se acoplan con las
de la hidrodinamica para describir al completo el es-
tado de la atmosfera. La temperatura es una variable
importante, pues atendiendo a su comportamiento en
la atmosfera, se diferencian en ella varias capas: la tro-
posfera, la estratosfera, la mesosfera, la ionosferay la
exosfera.
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LEYES, DETERMINISMO
E IMPREDECIBILIDAD

Elsiguiente paso es, conociendo las ecuaciones de la di-
namica atmosférica, ;se puede predecir el tiempo que
hard en el futuro? Mas en general, podriamos pregun-
tarnos si, una vez descrito el funcionamiento de un sis-
tema en el momento actual, se puede determinar como
sera en el futuro. Esto ha sido objeto de debate entre
los cientificos desde el siglo XVIII.

El matematico francés (1749-
1827) pensaba que las leyes de la naturaleza y, por tan-
to, también las leyes que rigen la evolucion del tiempo,
eran deterministas y, en consecuencia, completamente
predecibles. En 1776, en su ensayo filoséfico Sobre las
probabilidades, escribe:

“El estado actual de un sistema es consecuencia de lo
que ha sido en el instante precedente, y si imaginara-
mos una inteligencia capaz de concebir en un momento
dado todas las relaciones entre los entes del universo,
podrian establecer las posiciones, movimientos y efec-
tos generales de estos entes en cualquier momento del
pasado o del futuro”

El matematico (1845-1912) (figura 1)
opinaba de manera distinta, pues argumentaba que pe-

Figura1. Jules Henri
Poincaré . Fotoenel
frontispicio de la edicién
1913 de Dernieres pensées
(Sobre lacienciay su
método: el espacio,
ultimos pensamientos).
Fuente: http://commons.
wikimedia.org/wiki/
File:JH_Poincare.jpg

quefias incertidumbres en la definicién del estado de un
sistema podrian amplificarse en el tiempo e impedir las
predicciones en el futuro. En 1908, en su obra Ciencia y
meétodo escribiria:

“Si sabemos exactamente las leyes de la naturaleza y
la situacion del universo en el momento inicial, podria-
mos predecir exactamente el estado del universo en el
instante siguiente. Pero incluso si fuera el caso de que
las leyes naturales ya no encerraran secretos para no-
sotros, podriamos conocer el estado inicial del universo
solo aproximadamente. Podria suceder que pequefias
diferencias en las condiciones iniciales produjeran di-
ferencias muy grandes en los fendmenos finales. Un
pequefio error en la determinacion de las primeras pro-
duciria un error enorme en las tltimas. La prediccion es
imposible y tenemos el fendmeno fortuito”.

En lo relativo a la prediccion del tiempo, las ecuaciones
de la dinamica atmosférica son dificiles de resolver
dada la diversidad y complejidad de las soluciones que
contienen. Entre 1961 y 1963 (1918-
1988), en sus Lecciones de fisica, refiriéndose a las
ecuaciones de la hidrodinamica, declaraba:

“La proxima gran era del despertar del intelecto hu-
mano bien puede producir un método para entender
el contenido cualitativo de estas ecuaciones. Hoy no
podemos. Hoy no podemos ver que las ecuaciones que
describen el fluir del agua contienen cosas tales como
[..]la estructura turbulenta que uno observal...]"

Conobjetodeentender las soluciones de las ecuaciones
querigen laatmosfera, en esa misma época,
(1917-2008), un profesor de meteorologia del Mas-
sachusetts Institute of Technology dedujo un sencillo
modelo de conveccidn atmosférica, que ejecutaba en
su ordenador. Comparo dos simulaciones de su mode-
lo: la primera simulacion se ejecutd en un Unico perio-
do de prondstico, mientras que la segunda, aunque era
para idéntico periodo de prondstico, se ejecuto en dos
partes. La primera parte correspondia a un intervalo de
tiempo breve, y sus resultados sirvieron como condi-
cion inicial para la simulacidn en el periodo de tiempo
restante. Los resultados de ambas simulaciones, aun-
que se esperaba que fueran idénticas, resultaron ser
muy distintas. Dado que las ecuaciones usadas eran
idénticas, Lorenz al principio penso que el fallo era del



ordenador, pero finalmente descubrié que la razoén se
debia a la imprecisidn de las condiciones iniciales em-
pleadas en la segunda parte de la segunda simulacion.

Los resultados de la primera parte se hab{an almacena-
do en la memoria del ordenador como digitos con seis
cifras decimales. Para ahorrar tiempo, en la simulacion
del segundo tramo Lorenz usé como condiciones inicia-
les datos que preservaban solo las tres primeras cifras
decimales, es decir, en vez de escribir nimeros como
1,347321 escribid 1,347. Lorenz observd que al principio
de la simulacién del segundo tramo, los resultados en
cada paso temporal estaban inicialmente muy cerca-
nos, pero que conforme el tiempo evolucionaba ambas
soluciones se separaban. En consecuencia, concluyo
que las predicciones del tiempo solo tenian sentido
para intervalos de tiempo relativamente breves, entre
horas y dias.

El comportamiento del tiempo para periodos largos
como meses o afios es altamente impredecible, ya que
las ecuaciones que describen su evolucion son muy sen-
sibles a las condiciones iniciales, y solo si las condicio-
nes de la atmdsfera se conocieran con precision infini-
ta la prediccion tendria sentido. Este fenomeno se ha
popularizado con el nombre de” " pues
uno podria pensar que incluso la perturbacién produci-
daporelleve aleteo de una mariposa podria cambiar las
condiciones del tiempo en un punto dado. Asi, de esta

Figura 2. Edward Lorenz.
Fuente: http://photos.aip.
org/history/Thumbnails/
lorenz_edward_al.jpg.
Fuente: http://en.wikipedia.
org/wiki/File:Edward_
lorenz.jpg.
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EJERCICIO:

Experimento numérico: haz una prediccion
de un sistema cadtico.

Material: Calculadora u ordenador.

Procedimiento: Imagina que U es unavaria-
ble atmosférica cuya evolucién en el tiem-
pon+1 viene dada por su estado en el tiem-
pon (U, ) segln la siguiente expresion:

U, =36U (1-U)

Considera un valor para U = 0.722 en el
tiempo n = 1, que debes introducir en la
parte derecha de la igualdad. Tras evaluar
la expresion obtienes la solucion de U en
n = 2. Sielresultado paran = 2 lo reintro-
duces en la parte derecha de la igualdad,
obtienes la magnitud U en el tiempo n=3.
Iterando o repitiendo esta forma de proce-
der conseguiras los sucesivos valores de U
en los distintos tiempos.

1. Tomaparan=1elvalordeU,=0.722.Ite-
ralaecuacionhastaobtener U, . Anotael
resultado final.

2.Ahora toma paran = 1 el valor de U, =
0.723. ltera la ecuacién hasta obtener
U,,. Anota el resultado final.

3.Finalmente tomaparan =l elvalordeU,
= 0.721. Itera la ecuacion hasta obtener
U, Anota el resultado final.

Dibuja los resultados representando la
iteracion n en el eje horizontal y el valor de
U en el vertical. sNotas la sensibilidad a la
condiciéninicial en la evolucion? Repite los
resultados paran = 60 iteraciones.
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Figura 3. Una solucién del atractor de Lorenz. (Wikipedia). Autor: Agarzago.
Fuente: http://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system.

manera las ideas expuestas por Poincaré encontraron
su refrendo en los trabajos de Lorenz. Lorenz publicd
sus resultados en 1963, en un articulo titulado “Deter-
ministic Non-periodic Flow" en la revista Journal of the
Atmospheric Sciences. Aunque este articulo permane-
cio en un segundo plano durante una década, mas tarde
desencadeno una intensa investigacion en los llamados
sistemas caoticos.

EL PRONOSTICO DEL TIEMPO
MEDIANTE METODOS NUMERICOS
Y SUS ORIGENES

El primer paso hacia el prondstico del tiempo con téc-
nicas numéricas fue dado por
(1881-1953). Richardson crefa que era posible resolver

las complejas ecuaciones matematicas que describian
la dindmica de la atmdsfera mediante calculos que in-
volucraban pequefios pasos temporales. Describio sus
ideas en el libro Prediccidn del tiempo por procedimien-
tos numéricos publicado en 1922. En su libro, Richard-
son imagina la "fabrica de pronosticos”

“Después de mucho pensar, ;no podriamos jugar con la
fantasia? Imagina una gran sala, como un teatro, salvo
que sus galer{as rodean todo el escenario. Las paredes
de esta camara estan pintadas formando un mapa del
globo terraqueo. El techo representa las regiones po-
lares, Inglaterra esta en el gallinero, los trépicos en la
galer{a mas alta, Australia en la mas baja y la Antartica
en la platea. Una miriada de calculistas trabajan sobre
el tiempo de la parte del mapa sobre el que se sientan,
y cada uno atiende solo a una ecuacion o parte de ella.

El trabajo en cada region es coordinado por un oficial
de altorango. Numerosos pequefios carteles luminosos
muestran los valores instantaneos para que los calculis-
tas cercanos puedan leerlos. Desde la platea se alza un
gran pilar hasta media altura de teatro que se remata
conun pulpito. En él se sienta el hombre a cargo de todo
el teatro; esta rodeado de varios asistentes y mensaje-
ros. Una de sus tareas es la de mantener una velocidad
uniforme en el progreso del calculo de las distintas par-
tes del globo. En este sentido es como un director de

Figura 4. Representacidn de la fdbrica de prondsticos de Richardson. Imagen
por cortesia de L. Bengtsson.



orquestaenel que los instrumentos sonreglas de calcu-
lo y calculadoras mecanicas. En lugar de llevar una ba-
tuta maneja un haz de luz rosada que proyecta en las
regiones que han adelantado al resto en el calculo, y un
haz de luz azul sobre aquellas que se quedan atras”

Esta descripcion resulta muy evocadora y guarda una
estrecha relacién en muchos aspectos con la moderna

del tiempo en superordenadores.
Efectivamente, en estos ordenadores las complejas
ecuaciones de la atmosfera se resuelven en pequefios
pasos temporales. En cada paso las variables atmos-
féricas se conocen en un conjunto discreto de puntos
sobre una malla espacial. La tarea de transformar las
ecuaciones originales en los pasos que debe ejecutar el
ordenador ha dado lugar a toda una rama de las mate-
maticas, el calculo numérico.

En la época de Richardson, sin embargo, no existian los
ordenadores y los tediosos calculos se elaboraban por
personas llamadas calculistas. Para poner en practica
sus ideas, Richardson quiso hacer un pronostico sobre
varias magnitudes que representaban el estado at-
mosférico de la Tierra. Usd como dato inicial mapas del
tiempo del 20 de mayo de 1910 producidos por el me-
teorologo (1862-1951). Aunque el pro-
nostico de Richardson falld, pues predecia un aumento
de presion enorme, sus ideas fraguaron y con el paso
del tiempo han resultado ser asombrosamente proxi-
mas a los métodos modernos de prediccidn del tiempo.

La prediccién numérica del tiempo comenzé a hacer-
se realidad a mediados de los afios cuarenta del siglo
XX, con la construccién de ENIAC (Electronic Nume-
rical Integrator And Computer), el primer ordenador
electronico. Era un enorme aparato con mas de 17.000
tubos de vacio, que pesaba 27 toneladas, ocupaba 167
m?2y consumia 150 kw para funcionar. Fue concebido por
los ingenieros (1907-1980) y
(1919-1995) de la Universidad de Pensilvania.
(1903-1957) y sus colaboradores en
el ambito de la meteorologia teorica en el Instituto de
Estudios Avanzados de Princeton percibieron el poten-
cial de estas maquinas para la prediccion del tiempo e
hicieron el primer pronostico sobre un dia en abril de
1950. Para ello se basaron en los modelos matematicos
simplificados desarrollados por el grupo dirigido por
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(1917-1981). El célculo durd 24 horas y sus
resultados demostraron la factibilidad de la prediccién
numerica del tiempo.

EL PRONOSTICO DEL TIEMPO
EN LA ACTUALIDAD

En la actualidad los ordenadores son mucho mas rapi-
dos y los centros de prediccion del tiempo que existen
en todo el mundo ejecutan miles de modelos, algunos
Utiles para predicciones locales y otros para prediccio-
nes globales. Los modelos meteorologicos son cada vez
mas sofisticados, incorporan larotacion de la Tierray la
interaccion conlaTierray sugeografiay el océano. Ade-
mas, se incluyen las observaciones que se logran cada
vez con métodos mas sofisticados y precisos como los
radaresy los satélites.

El radar es un instrumento electronico que mide con
radiacion electromagnética. Los radares para las medi-
das atmosfeéricas emiten impulsos muy cortos de haces
de ondas de radio. Objetos como las gotas de lluvia, los
cristales de nieve, el granizo, los insectos o las parti-
culas de polvo reflejan parcialmente las ondas hacia la
antena. Las sefiales reflejadas se procesan electroni-
camente y se convierten en imagenes que muestran la
localizacion, el tipo de nubes vy la intensidad de la pre-
cipitacion.

Los satélites proporcionan la mayor parte de las me-
diciones atmosféricas. Los satélites destinados a este
tipo de mediciones incorporan camaras sensibles a la
radiacion visible y al infrarrojo de modo que detectan
las nubes tanto de dia como de noche. Las nubes frias,
que son las ubicadas a mayor altura, se muestran con
colores brillantes y blancos, mientras que las mas cali-
das (situadas a menor altura) aparecen en colores oscu-
rosy grises.

Los datos y las observaciones se incorporan a los mo-

delos de prediccion mediante el procedimiento de
.Elobjetivo de la asimilacion de datos

es producir en las tres dimensiones del espacio y en el
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Figura 5. Imagen de satélite obtenida por MODIS del Huracdn Katrina tomada
el 28 de Agosto de 2005. Fuente: http://www.nasa.gov/mission_pages/
hurricanes/archives/2005/h2005 katrina.html.

tiempo una representacion consistente con el estado
fisico real de la atmosfera. Para ello las variables ob-
servadas se incorporan a un modelo de un sistema real
programado en un ordenador, de forma que el modelo
cuenta para sus predicciones con la informacion apor-
tada por las observaciones y medidas.

Para la asimilacion de datos se usan numerosas herra-
mientas matematicas: la estadistica, la teoria de los
procesos estocasticos, la teor{a del procesado y fil-
trado de sefales, el control 6ptimo sobre problemas
gobernados por ecuaciones en derivadas parciales, la
optimizaciony la teor{a de problemas inversos.

LIDIAR CON LA INCERTIDUMBRE

A pesar de los avances realizados por la meteorologia
moderna, uno de los retos en el pronostico del tiempo
hoy sigue siendo abordar las incertidumbres de las pre-
dicciones. Existen dos fuentes que las originan. Por un
lado, los errores introducidos por el conocimiento im-
perfecto de las condiciones iniciales y que se amplifican
debido a la naturaleza caotica del problema. Por otro
lado, los errores introducidos por las aproximaciones
usadas en la formulacion de los modelos que hacen que
distintos modelos proporcionen distintas predicciones.

Por esta razon una tendencia actual en la prediccion
del tiempo es el uso del .Esta
técnica utiliza muchos prondsticos para efectuar una
media y ademas obtiene una estimacion del nivel de
incertidumbre de los resultados. El conjunto de diag-
nosticos se consigue ejecutando un unico modelo con
leves modificaciones de las condiciones iniciales o bien
comparando las predicciones que facilitan los muchos
modelos que existen.

Existen muchos centros y agencias alrededor del mundo
que realizan prondsticos del tiempo: en Estados Unidos,
los Centros de Prediccion Ambiental (NCEP); en Europa,
el Centro Europeo para Prondsticos de Medio-Alcance
(ECMWF); en distintos paises como Espafia, Reino Unido,
Francia, Japon, Canada, etcétera, las agencias meteoro-
l6gicas nacionales. Cada organismo cuenta para este fin
con sus propios modelos que utilizan distintas aproxima-
ciones, todas ellas plausibles, pero que en general pro-
porcionan diferentes resultados.

EL CLIMA Y SU EVOLUCION

El clima se corresponde con la descripcion del estado
dindmico de sistema tierra-atmdsfera pero en un sen-
tido mas amplio que el que proporciona la meteorolo-
gla. Se extiende sobre largos periodos de tiempo (afios,
décadas, siglos, milenios) y sobre grandes areas (con-
tinentes, el globo terraqueo). Son muchos los factores



que configuran el clima: las interacciones entre la Tierra
y el Sol, los cambios en la érbita de la Tierra, la distribu-
cion de océanos y continentes, los componentes quimi-
cos de la atmdsfera, las erupciones volcanicas, la inte-
raccion entre los seres vivos —especialmente especies
fotosintéticas y su distribucion en mares y tierra- y el
medio, asi como los efectos de las acciones antropoge-
nicas.

La atmdsfera de la Tierra no ha sido siempre igual a la
actual. Los cientificos conjeturan que la atmdsfera pri-
mitiva habri{a estado compuesta de hidrégeno, helio
y otros gases simples que se habrian perdido. Las in-
contables colisiones con meteoritos que posiblemente
acontecieron durante los primeros estadios de existen-
cia de la Tierra habrian generado un calor tremendo en
su superficie. En este proceso se habri{an emitido mu-
chos gases desde su superficie fundida. Posteriormen-
te la Tierra se habria enfriado y solidificado. A través
de los volcanes la roca fundida habria, ocasionalmente,
irrumpido de nuevo en la superficie de la Tierra, conti-
nuando la emision de gases. La acumulacion de estos
gases sobre la superficie habria formado una atmosfe-
ra secundaria primitiva.

¢<Como era esta atmosfera? Si aceptamos que hace mi-
llones de afios las emisiones de los volcanes podrian ha-
ber sido similares a las actuales, entonces la actividad
volcanica de tiempos antiguos pudo generar dioxido de
carbono, monoxido de carbono, vapor de agua, nitroge-
noy didxido de azufre. El examen de las rocas mas anti-
guas, las que fueron expuestas a la atmosfera primitiva,
indica una deficiencia de oxigeno en esta atmdsfera.
En efecto, si hubiera existido oxigeno en la atmdsfera
primitiva, se habria combinado con el hierro de estos
depositos de rocas antiguas, pero esta evidencia no se
ha encontrado. El oxigeno que aparecio en la atmdsfera
lo hizo por la actividad bioldgica, a través de la fotosin-
tesis de organismos unicelulares llamados cianobac-
terias, o también algas verde-azuladas, que vivieron
en los océanos hace 3.000 millones de afios. Conforme
el oxigeno se acumulaba en la atmosfera, se pudieron
formar ciertas cantidades de ozono que sirvieron como
capa protectora de la radiacion ultravioleta solar. Ade-
mas, el agua del océano habria actuado como escudo
protector adicional de la radiacién césmica y en con-
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secuencia bajo la superficie ocednica se habrian dado
las circunstancias que habrian permitido el desarrollo
de la vida en la Tierra. Cuando la capa de ozono se hizo
lo suficientemente extensa, las plantas y los animales
pudieron encontrar las condiciones para poblar los con-
tinentes.

VARIACIONES EN EL CLIMA

Los cientificos han analizado los cambios climaticos del
pasado examinando restos bioldgicos (plantas y anima-
les fosiles) y geoldgicos (sedimentos oceénicos) y han
encontrado evidencias de que en el pasado el clima de
la Tierra experimentd cambios bruscos. Estos cambios
bruscos en las condiciones del habitat justificarian las
extinciones masivas de especies de seres vivos que ha
habido en la historia de la Tierra. Por ejemplo, la extin-
cion masiva del Cretécico-Terciario ocurrida hace 65
millones de afios en la que desaparecio el 50% de la
biodiversidad. Mucho peor fue la extincion masiva del
Pérmico-Tridsico, también llamada la Gran Mortandad,
ocurrida hace 250 millones de afios; en ella desapare-
cieron el 70% de las especies de vertebrados y el 95%
de las especies marinas.

Una de las causas que los cientificos sefialan para es-
tas extinciones son los impactos de meteoritos ;Cémo
afecta al clima un gran impacto? La energia del im-
pacto de un asteroide de unos 10 km de diametro que
alcance la Tierra con una velocidad tipica de 70.000
km/h-100.000 km/h puede producir un aumento de
temperatura local de decenas de miles de grados, que
serfan suficientes para evaporar instantaneamente de-
cenas de miles de km3 de suelo y roca, produciendo un
gran crater de impacto. El polvo resultante, al pasar a
la atmdsfera, reduciria la radiacion solar sobre la Tie-
rra, enfriandola significativamente. La colisién proba-
blemente produciria enormes olas a través del océano
y desencadenaria terremotos y actividad volcanica a
cientos y miles de kilémetros de distancia.

Los climatdlogos, siguiendo la teor{a de Milankovitch,
también adscriben los cambios en el patron climatico
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de la Tierra a las variaciones ciclicas de la orbita de la
Tierra en torno al Sol. Estas se producirian por un lado
por cambios en la excentricidad, es decir, en la desvia-
cion de la orbita de la Tierra del circulo perfecto. Por
otro lado, también habrian influido las variaciones en la
posicion del plano ecuatorial de la Tierra con respecto
al plano de su orbita (inclinacidn axial). Finalmente, tam-
bién serian importantes las variaciones en la precesion,
es decir, enlaorientacion del eje derotacion de la Tierra.

Elclima de la Tierra en el pasado también puede haber-
se visto afectado por la deriva de los continentes. La
teoria de la deriva continental fue propuesta en 1912
por el gedlogo aleman Alfred Wegener, quien propuso
que originariamente todos los continentes estaban
unidos formando un macro-continente llamado Pangea,
rodeado de un solo océano, Panthalassa. Estas ideas se
incluyeron posteriormente en la teor{a de la tectdnica
de placas, segln la cual la parte mas externa de la Tie-
rra estd formada por placas mdviles. Los continentes
estan en estas placas y se mueven con ellas. En los li-
mites de estas placas se encuentran las zonas de sub-
duccidn, donde se localiza el 95% de la energla sismica
del planeta y la mayor parte de los volcanes activos de
la Tierra. Durante las erupciones volcanicas se expelen
toneladas de polvo y cenizas en la atmdsfera. Algunas
veces estas alcanzan niveles por encima de la tropos-
fera y se extienden por toda la Tierra. Las particulas

EJERCICIO
Experimento: haz Didxido de Carbono (CO,)

EICO, lofabricatucuerpoalrespirar,y se eliminaenlaespira-
cionoal exhalar el aire de los pulmones. EL CO, también puede
fabricarse de otras formas como detallamos a continuacion:

Material: Tiza, V2 vaso de vinagre, una botella de 1 litro
con su tapdn, una vela, un vaso pequefio.

Introduce latizatrituradaenlabotella.
Afiade lentamente el vinagre sobre la tizay al terminar
tapa la botella. Observa las burbujas que se forman en

volcanicas por un lado intensifican la formacion de nu-
besy por otro, de modo parecido a como actua el polvo
producido tras un gran impacto, reflejan la luz solar y
eventualmente enfrian la superficie de la Tierra. Asi la
erupcion del monte Pinatubo en Filipinas el 15 de junio
de 1995 redujo la temperatura media del planeta en me-
dio grado centigrado durante el subsiguiente afio.

El clima también puede variar si se altera el estado de
equilibrio de la atmdsfera que depende de su composi-
cion quimica. Los volcanes y la actividad humana -por
ejemplo a través de procesos industriales- emiten ga-
ses que pueden afectar al estado actual de nuestra at-
mosfera. Entre otros, estos gases sonel CO,, el metano,
el 6xido de nitrégeno y los clorofluorocarburos (CFC)
(este ultimo de origen antropogénico). La presencia de
estos gases en la atmosfera contribuye al efecto inver-
nadero, por el que aumentaria la temperatura media
del planeta. Ademas, se ha probado que la existencia
de las moléculas de CFC en la estratosfera ha jugado
un papel importante en la formacion del agujero en la
capa de ozono. Este agujero consiste en la disminucién
de ozono en la baja estratosfera cada primavera austral
y viene observandose desde los afios setenta del siglo
pasado. Debido a su impacto en el medio ambiente, la
manufactura de componentes que contienen CFC ha
sido prohibida por el protocolo de Montreal. Un papel
antagonico al descrito lo desempefian seres vivos como

labotella. Son de dioxido de carbono. Enciende la vela
e introdticela en un pequefio vaso. Destapa la botella
y “vierte" el gas sobre la vela. Observa que la vela se

apaga.

Explicacion: Cuando mezclas un acido como el vinagre
(acido acético) con un carbonato como el carbonato de
calcio (la tiza), reaccionan produciendo el gas diéxido
de carbono. Este gas es mas pesado que el aire, y por
eso puede verterse sobre la vela. Alhacerlo se desplaza
el oxigeno y la vela se apaga porque sin oxigeno no hay
combustion.



el fitoplancton presente en grandes extensiones ocea-
nicas. Su actividad fotosintética actia como sumidero
del CO, atmosférico y contribuye de modo muy impor-
tante alaemision de O, ala atmosfera.

EPILOGO

El prondstico del tiempo con técnicas numéricas invo-
lucra el uso de modelos matematicos de la atmosfera.
Para una mayor precision en las predicciones se requie-
re la toma de continuas medidas en la atmdsfera con
radares y satélites que se incorporan a los modelos, la
manipulacion de grandes conjuntos de datos y el uso
de sofisticadas herramientas procedentes de diversas
areas de las matematicas. Con estos esfuerzos la pre-
diccion del tiempo ha avanzado significativamente en
el ultimo siglo y ha conducido a un grado de precision
gue cada afio salva incontables vidas y propiedades. La
prediccion del tiempo con métodos numéricos puede
considerarse sin lugar a dudas uno de los logros mas
significativos del siglo XX, y sobre el que de formaregu-
lar cada vez hay mas y mas demanda.

Describir la evolucion del clima en la Tierra es mas com-
plicado que la mera prediccién meteorologica, ya de por
st dificil. El clima y su evolucion esta lleno de incerti-
dumbres y, como se ha descrito, en él influyen multitud
de factores y fendmenos que no intervienen en la pers-
pectiva meteoroldgica porque esta es mucho mas local
en espacio y tiempo. Entre los factores que afectan al
clima existe un complejo entramado de interacciones,
gue a veces no se conocen o se han estudiado poco, por
lo que suimpacto a largo plazo es dificil de determinar.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA

Andrews, D. G. (2000): An introduction to atmospheric
physics. Cambridge: Cambridge University Press.

Este libro, de un nivel relativamente avanzado, cubre
un amplio espectro de temas de la fisica atmosférica.

3.1 METEOROLOGIA Y CLIMA

llustra cémo la fisica ayuda a entender importantes as-
pectos del comportamiento atmosférico. Asume que el
lector parte de un conocimiento de fisica y matemati-
cas como el que se adquiere en los primeros cursos de
la universidad.

Bohren, C. F. (1987): Clouds in a glass of beer. Mineola,
New York: Dover Publications.

Este libro describe experimentos sencillos de fisica
atmosférica. Abarca un espectro amplio que incluye
desde conceptos formales hasta aspectos mas divul-
gativos e informales. Los profesores encontraran ideas
sencillas para hacer demostraciones practicas en clase.

Colman, B.R.yPotter, T.D.(2003): Handbook of weather,
climate and water. Hoboken, New Jersey: John Wiley &
Sons, col. Wiley Interscience.

Este es un libro para profesionales en el que cada cap!-
tulo presenta una panoramica o vision general del esta-
do del arte de un tema relacionado con la meteorologia
y el clima. Entre estos temas se incluyen la turbulencia,
la teoria del caos, la predictibilidad atmosférica, la pre-
diccidén numérica del tiempo, los métodos de observa-
cion atmosférica modernos, los instrumentos y su cali-
bracion, etcétera.

Feynman, R. (2005): The Feynman lectures on physics,
vol. 2. (ed. rev. y def.). Reading, Massachusetts: Addi-
son-Wesley.

En este libro de texto clasico, Feynman describe de ma-
nera entusiasta, clara, profunda y divertida los conceptos
basicos de la fisica. En el segundo volumen dedica dos ca-
pitulos a los fluidos. En ellos presenta con gran intuicion y
de modo muy ilustrativo las ecuaciones que describen el
movimiento de los fluidos. Pone de manifiesto las dificul-
tades que entrafia la resolucidn de estas ecuaciones y la
gran variedad de soluciones que presentan.

Houghton, J. T. (2002): The physics of atmospheres.
Cambridge: Cambridge University Press.

Libro introductorio que presenta de manera concisa los
procesos fisicos que gobiernan la estructura y dinamica
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de la atmosfera. Tiene un capitulo dedicado al caos y la
predictibilidad atmosférica.

Lynch, P. (2006): The emergence of numerical weather
prediction: Richardon’s dream. Cambridge: Cambridge
University Press.

Este libro proporciona una excelente revision sobre como
surgio la prediccion numérica del tiempo. Desde las ideas
pioneras de Lewis Fry Richardson se requirieron muchos
avances para que su suefio se hiciera realidad: obtener una
mayor comprension de la dinamica atmosférica, disefiar
algoritmos numéricos para integrar las ecuaciones de la
atmosfera que fueran computacionalmente estables, re-
coger observaciones regulares y precisas del estado de la
atmosferay finalmente disponer de potentes y eficientes
ordenadores. Se incide en todos los retos que hubo que
afrontar hasta que las modernas predicciones numéricas
del tiempo fueron posibles.

Sorbjan, Z. (1996): Hands-on meteorology: stories,
theories, and simple experiments. Boston: American
Meteorological Society.

Este libro explica de manera divulgativa y amena los
conceptos basicos de lameteorologia. Proporciona mu-
chas notas histdricas y experimentos sencillos disefia-
dos para entender la ciencia.

Strogatz, S. H. (1994): Nonlinear dynamics and chaos.
Cambridge: Perseus Books Publishing.

Libro introductorio sobre los conceptos matematicos
basicos de la dinamica no lineal y el caos. Estas nocio-
nes subyacen a las ideas de Poincaré sobre impredeci-
bilidad y determinismo. Dedica un capitulo a explicar el
modelo de Lorenzy sus implicaciones.

MATERIALES AUXILIARES

LIBROS

Goethe, J. W. (2011): El juego de las nubes. Madrid: Nor-
dica.

Libro que contiene reflexiones y dibujos sobre meteo-
rologia y ciencia en general, que Goethe disefid a partir
de 1820. Se ocupa del estudio de las nubes y del esta-
do de los cielos, con el objetivo de abordar lo incierto
desde lo mas cierto (lucha de gigantes cdsmicos, anta-
gonismo entre el bien y el mal, etcétera). El libro esta
magnificamente ilustrado por Fernando Vicente.

Southall, I. (1987): Siete chicos de Australia. Barcelona:
Noguer (ed. orig.: Hills End, 1962).

Siete nifios y su maestra exploran una cueva cuando se
quedan atrapados por una intensa tormenta. Rodeados
de montafias junto aunrio desbordado, no pueden pedir
ayuda y se enfrentan a una lucha por la supervivencia.
A la vez, lidian con sus pérdidas y con el misterio que
rodea al antiguo arte aborigen encontrado en la cueva.

PAGINAS WEB

http://www.ecmwf.int/. European Centre for Me-
dium-Range Weather Forecasts.

http://www.noaa.gov/.

http://celebrating200years.noaa.gov/foundations/nu-
merical_wx_pred/welcome.html#early. NOAA-National
Oceanic and Atmospheric Administration.

http://ncar.ucar.edu/. National Center for Atmospheric
Research.

http://www.nasa.gov/. National Aeronautics and Space
Administration.

PELICULAS

Atrapado en el tiempo (Harold Ramis, 1993). Phil, el
hombre del tiempo de una cadena de televisidn, es en-
viado un afio mas a Punxstawnwey, a cubrir la informa-
cion del festival del Dia de la Marmota. En el viaje de
regreso, Phil y su equipo se ven sorprendidos por una
tormenta que les obliga aregresar a la pequefia ciudad.
A la mafiana siguiente, al despertarse, Phil comprueba



atonito que comienza otra vez el Dia de la Marmota. La
pelicula permite una reflexion sobre la prediccion me-
teoroldgica basada en premisas cientificas o en tradi-
ciones (como la marmotay susombra).

Waterworld (KevinReynolds,1995). Los casquetes pola-
res se han derretido y han inundado el mundo, que ahora
esta totalmente cubierto de agua. Los supervivientes
han optado por reagruparse en pequefios atolones que
han construido ellos mismos o bien convertirse en no-
madas y vagar por los océanos en pequefias embarca-
ciones. Uno de ellos es Marinero (Kevin Costner), un hu-
mano que posee branquias para poder respirar debajo
del agua. Su vida cambia cuando rescata a Heleny a su
hija adoptiva Enola de los malvados Smokers, liderados
por el Diacono (Dennis Hopper). Ahora, los tres decidi-
ran ir en busca de la Tierra Seca, el Unico lugar en todo
el planeta que todavia no ha sido inundado, siguiendo el
mapa que Enola tiene tatuado en la espalda. La pelicula
es una reflexion sobre un futuro posible si el hombre no
cambia su actitud ante el planeta.

Twister (Jan de Bont, 1996). Pelicula que narra los tra-
bajos de los investigadores de los tornados, auténticos
cazadores de estos fendmenos devastadores.

Armageddon (Michael Bay, 1998). Pelicula de cien-
cia ficcion y cine de catastrofes producida por Jerry

3.1 METEOROLOGIA Y CLIMA

Bruckheimer y protagonizada por Bruce Willis, Billy
Bob Thornton, Ben Affleck, Liv Tyler, Owen Wilson, Will
Patton, Michael Clarke Duncan, Peter Stormare y Steve
Buscemi. En ella, un grupo de perforadores de platafor-
mas petroliferas son enviados por la NASA al espacio
para taladrar la superficie de un enorme asteroide que
amenaza la Tierra y destruirlo con una bomba.

El dia de mafiana (Roland Emmerich, 2004). Pelicula es-
tadounidense estrenada en 2004 y protagonizada por
Jake Gyllenhaal y Dennis Quaid. Es una hipotesis de las
conclusiones expuestas en la tesis del cambio clima-
tico, que en la ficcion revelan las investigaciones del
climatdlogo Jack Hall (Dennis Quaid): el calentamiento
global podria provocar un cambio abrupto y catastrofi-
coenelclimadel planeta Tierra.

2012 (Roland Emmerich, 2009). Pelicula estadouniden-
se protagonizada por John Cusack. Estd centrada en
las consecuencias catastrofistas del fin del calendario
maya.

DOCUMENTAL

Cloudspotting. Este documental de la BBC no es un tra-
tado de nubes sino un recorrido ameno y visual por los
diferentes tipos de nubes que se forman en la atmos-
fera. Disponible en http://www.bbc.co.uk/programmes/
book9gth.
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MATEMATICAS
Y ECONOMIA

Carlos Vazquez Cendodn






Disponer de conocimientos econémicos basicos como
parte de la cultura y formacion comun de los ciudada-
nos es, hoy dia, un requerimiento social indiscutible.
Las nociones fundamentales, los principios que regulan
las practicas comerciales y los usos empresariales, son
herramientas formativas clave en la actualidad. En este
capltulo se introducen algunas aplicaciones de las ma-
tematicas necesarias para comprender la gestion eco-
némica de distintos sectores productivos e introducir
nuevos conceptos que surgen de las relaciones entre
el desarrollo economico y el medio ambiente, como el
desarrollo econémico sostenible.

Se introduce la nocién de economia ambiental, que ana-
liza cuestiones medioambientales con el fin de orientar
la actividad econémica y controlar sus consecuencias
negativas. El medio ambiente condiciona las activida-
des economicas, proporciona recursos naturales (ma-
terias primas, energia) para la producciény gestiona los
residuos del ciclo productivo. El capitulo ejemplifica la
estrecha relacion que la matematica establece entre
economia y medio ambiente, abordando problemas
cuantitativos con el rigor que ofrecen sus herramien-
tas. Asi, muestra la simulacién numérica presente en las
distintas etapas de produccién en un gran nimero de
actividades industriales y empresariales.

Entre los problemas que se presentan hay dos de es-
pecial relevancia relacionados entre si: el desempleo

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

y la disminucion del crecimiento econémico. Mostrar
aplicaciones de los modelos matematicos a los distin-
tos sectores productivos contribuye a la planificacion
racional y al ahorro de costes, los cuales disminuyen
mediante la precision de los datos, la reduccidn de los
tiempos y la optimizacién de los procesos.

Sedanejemplos de modelos matematicos de valoracion
y se presentan conceptos como el valor temporal del di-
nero, la actualizacion o descuento, el calculo de cuotas
de un préstamo, los derivados financieros, el contrato a
plazo, su utilidad y valoracidn, el contrato de opciones,
su utilidad y valoracidn y los contratos forwardy de fu-
turos, junto con otras nociones.

La teoria de valoracion de opciones financieras requie-
re un modelo de evolucion del subyacente, del cual se
muestran distintas técnicas y se ejemplifican sus usos.
Entre ellas destaca el método de Monte Carlo, del cual
el autor presentay discute las ventajas y desventajas.

Las matematicas se muestran en este capitulo como
una amplia oferta de métodos, técnicas y procedimien-
tos, como modos de abstraer e interpretar datos y re-
laciones de fendmenos complejos, como son los econo-
micos y los medioambientales. El ciudadano espafiol del
siglo XXl necesita fundamentos conceptuales y técni-
cos solidos para entender la complejidad de la vida eco-
némica actual. La lectura de este capitulo contribuye al
logro de este objetivo.






LA ACCION DEL HOMBRE SOBRE
EL PLANETAY LA ECONOMIA

Desde el inicio de las civilizaciones, la accion del ser
humano ha modificado el relieve del planeta Tierra.
Se considera uno de los agentes externos, junto con la
accion del agua, del viento o de la vegetacion, y en los
ultimos tiempos, debido sobre todo a los avances técni-
cos desarrollados, se ha vuelto cada vez mas relevante.
También ha contribuido a ello la edificacion de grandes
ciudades y la expansion del habitat humano hacia zonas
previamente no ocupadas, con la consiguiente cons-
truccion de edificios, vias de comunicacion (carreteras,
puentes, aeropuertos, vias férreas, etcétera) o infraes-
tructuras para la explotacion de recursos naturales
(embalses, puertos, minas, terrazas, etcétera).

Este proceso de urbanizacion e industrializacion ha
conllevado cierto deterioro del medio ambiente, lo que
ha propiciado el estudio cientifico de las relaciones en-
tre el desarrollo econémico y el medio ambiente, asi
como la aparicion de conceptos como el de desarrollo
economico sostenible. Indudablemente, el medio am-
biente del planeta condiciona las actividades economi-
cas a través de distintas funciones: fundamentalmente
proporciona recursos naturales (materias primas, ener-
gia, etcétera) para la produccion y asimila los residuos
resultantes del ciclo productivo.

En la evolucidn del pensamiento econdmico, en el siglo
XVl los fisiocratas entendian que la principal fuente de
riqueza era la Tierra, de ahl que dieran especial impor-
tancia a la agricultura, la pescay la miner{a, entendiendo
que la economia deberia orientarse a obtener el mayor
rendimiento de los recursos naturales del planeta. No
obstante, en su concepcion organicista suponian que la
Tierra generaba continuamente estos recursos inagota-
bles. Posteriormente, la mayoria de las corrientes eco-
ndmicas separaron el estudio del desarrollo econdmico
y del medio ambiente, siendo considerados los recursos
naturales como un factor externo. Recientemente, la
disciplina conocida como economia ambiental trata de
incorporar las herramientas clasicas de la economia al
analisis de los problemas medioambientales, con el obje-

_

Figura 1. La accién humana es un factor relevante en la transformacién del
planeta Tierra. Autor: Carlos Vdzquez Cenddn.

tivo final de orientar la actividad econdmica para minimi-
zar sus consecuencias negativas sobre el planeta Tierra.

Para decidir si se quiere o no invertir en la construccién
de cierto tipo de infraestructuras, los criterios de renta-
bilidad economico-financieraresultanmuyrelevantes, en
algunos casos incluso demasiado predominantes frente
a las posibles consecuencias medioambientales. Dentro
delavaloracion de este tipo de proyectos de inversidén un
aspecto importante consiste en tener en cuenta que sus
rendimientos se daran en el futuro y que hasta alcanzar
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ese instante futuro pueden intervenir factores descono-
cidos en elmomento de abordar la inversidn.

En un sentido general, se trata de problemas de in-
version bajo incertidumbre, como los que surgen en el
ambito de la matematica financiera, una disciplina que
ejemplifica la estrecharelacidn que existe entre las ma-
tematicas y la economia, especialmente cuando la se-
gunda aborda problemas cuantitativos con el rigor que
ofrecen las herramientas de la primera.

En el momento actual la economia mundial se enfrenta a
dos grandes problemas relacionados entre si: el desem-
pleo y la disminucion del crecimiento economico, sobre
todo en las economias mas desarrolladas. El paro juvenil,
cuya tasa mundial ha pasado del 13% en 2007 al 177% en
2011 y que en Espafia ha alcanzado cifras del 40%, re-
sulta especialmente preocupante. El desempleo genera
caldas de salariosy, conello, se contrae lademandainter-
na. A suvez, la caida de la demanda reduce el empleo. La
crisis de la deuda soberana en algunos palses de la zona
euroy la fragilidad del sistema financiero también estan
muy relacionadas con los problemas anteriores. En una
coyuntura tan compleja, las medidas de politica econoé-
mica deben estimular la creacion de empleo vy la reacti-
vacion de la demanda, mientras las reformas financieras
mitigan los problemas de la deuda publica. Algunas ins-
tancias apuntan la necesidad de medidas coordinadas de
estimulos fiscales a nivel internacional, combinadas con
medidas estructurales para aumentar la competitividad
y las exportaciones.

Aungque las soluciones a las crisis se deben buscar a tra-
vés de las decisiones econdmicas y financieras adecua-
das, las herramientas que proporcionan las matematicas
y sus aplicaciones también contribuyen al aumento de la
competitividad. Ademas de ayudar en el modelado vy si-
mulacion de los procesos econémicos y financieros rela-
cionados conlacrisis, la transferencia de las aplicaciones
de las matematicas a los distintos sectores productivos
contribuye al ahorro de los costes y reduce los tiempos
necesarios paraponer un determinado producto o proce-
dimiento en elmercado. Por ejemplo, la simulacién nume-
rica esta cada vez mas presente en las distintas etapas
de produccion en un niimero creciente de actividades in-
dustriales y empresariales. En todo el mundo estan sur-
giendo iniciativas que propician la colaboracion entre la

industriay las matematicas. Quizas los mas conocidos en
el dmbito cientifico sean los Study Groups with Industry,
que retinen grupos de investigacion y empresas para dis-
cutir problemas matematicos que surgen en la industria,
con el objeto de mejorar la competitividad o innovar en
los procesos productivos. Recientemente, bajo los auspi-
cios de la Fundacion Europea de la Ciencia y la Sociedad
Europea de Matematicas, se ha organizado una actividad
europea, conocida como Forward Look Mathematics in
Industry, para analizar y acelerar esta colaboracion. En
esta accidn también se han recopilado casos de éxito de
colaboracion entre empresas y grupos de investigacion
europeos, que avalan el potencial de las herramientas
matematicas en el desarrollo econémico e industrial. Se
puede consultar lainformacion en la web: http://www.ce-
remade.dauphine.fr/FLMI/FLMI-frames-index.html.

Por otro lado, también se observd la creciente demanda
de profesionales con conocimientos matematicos para
aplicarlos en el ambito industrial y empresarial, trabajan-
do en equipos multidisciplinares. Se trata de un tipo de
formacion que se imparte en masteres o grados en dis-
tintos paises, muchas veces bajo el nombre de Matema-
tica Industrial o Ingenieria Matematica. En el contexto de
desempleo juvenil que antes mencionamos, es relevante
comentar que el grado de empleabilidad de este tipo de
titulados es elevado.

En esta unidad didactica planteamos algunas nociones
basicas de valoracion financiera y de las herramientas
matematicas que esta requiere. Dichas nociones resul-
tan fundamentales para el modelado de problemas de in-
version bajo incertidumbre, como los que antes mencio-
namos al abordar proyectos con efectos sobre el medio
ambiente.

EL VALOR TEMPORAL DE DINERO

Si a cualquier persona le preguntamos si prefiere reci-
bir 6.000 € hoy mismo o dentro de 6 meses, la inmensa
mayoria se inclinara por la primera opcion. Al margen de
la incertidumbre asociada a que efectivamente reciba el
dinero dentro de 6 meses, la capacidad de disponer de
él hoy conlleva un valor afiadido. En concreto, el sistema



financiero permite que esos 6.000 € de hoy se puedan
convertir en 6 meses en algo mas. Por ejemplo, si se pue-
den invertir en un deposito a plazo al 3% de interés anual
en un banco, al cabo de 6 meses recibimos 6.090 €. Esto
ejemplifica sencillamente el valor temporal del dinero: la
misma cantidad de dinero no vale lo mismo si la recibi-
mos en distintos momentos (hoy o dentro de 6 meses).

Elvalor temporal del dinero esta muy relacionado con el
concepto financiero de , que nos permite
conocer el valor futuro de una inversidn sin riesgo, que
hacemos hoy y tiene asociados unos pagos determi-
nistas (que llamamos flujos) en el futuro. La modalidad
mas sencilla es la capitalizacion simple: si invertimos
un capital inicial C a un tipo de interés anual r (expre-
sado en tanto por uno) durante nd dias, siendo na el
numero de dias considerado para un afio financiero,
entonces el valor al cabo de nd dias viene dado por la
formula (141 29). Por ejemplo, si depositamos 1.000 €
al3% entre el 1-1-2013 y el 31-3-2013, considerando un
afio comercial de 360 dias, al vencimiento retirariamos

1.000(1+0,3 x &8 ) =1.0073€.

360
A diferencia de la capitalizacion simple, la capitalizacion
compuesta permite recibir los intereses en periodos in-
feriores a la duracion de la inversion y acumularlos al ca-
pital. Por ejemplo, si los intereses se acumulan g veces
al afio en periodos iguales, el valor final al cabo de 1 afio
es C (1+r £ )7 . Conceptualmente, resulta interesante
definir la capitalizacién continua, que supone que la in-
version estd acumulando los intereses continuamente
en el tiempo de modo que el valor final se puede obtener

pasando al limite en la capitalizacién compuesta:

lim C(1+£ )* = Ce’

q—

Siestamos valorando la inversion al tipo continuo r en el
tiempo ty esta finaliza en el tiempo 7, ambos medidos en
afios, entonces el valor final de la misma es Ce" ™.

En los casos anteriores hemos utilizado el tipo de

, s decir, el tipo anual sin tener en cuenta la
frecuencia con la que se abonan los intereses. Como el
valor final depende de la forma de capitalizacion, para
comparar inversiones resulta util tener una tasa o tipo de
referencia. En la practica, para ello se utiliza la tasa anual
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equivalente o que, para una capitalizacién determi-
nada, es el tipo de interés (Tasa) correspondiente a una
capitalizacion simple durante un afio (Anual), que pro-
porciona el mismo valor capitalizado (Equivalente). Por
ejemplo, la TAE de un depdsito que proporciona un tipo
nominal del 3% anual pagando intereses cada mes, es

TAE = [(142%)2-1] =0,0304-3,04%

EJERCICIO

Calcula la TAE para inversiones con un tipo nominal
determinado que se abona cada mes, cada semana,
cada dia, cada hora, cada minuto... hasta llegar a la
TAE para el tipo continuo. Incluso, para darle mas
realismo, se pueden utilizar folletos de depositos
sencillos o de préstamos comercializados por enti-
dades financieras.

Al margen del futuro profesional de cada estudiante,
estamos “condenados” a tomar decisiones financieras.

Por una parte, la TAE nos permite comparar el rendimien-
to de inversiones a plazo con distintas modalidades de
abono de intereses. Por otra parte, sirve para evaluar las
condiciones que nos ofrecen las distintas modalidades de
préstamo. En el primer caso, dejando al margen otras con-
sideraciones sobre nuestras preferencias en el cobro de
intereses, nos inclinaremos por aquellas inversiones que
ofrecen la TAE mas elevada. En el segundo caso, tratare-
mos de suscribir préstamos que conllevan una TAE menor.

La o descuento nos permite conocer el va-
lor actual de un producto que paga flujos conocidos en
el futuro. Es un proceso inverso a la capitalizacion y sus
modalidades son andlogas. Asi, la actualizacion simple
de una cantidad C que recibiremos dentro de nd dias,
viene dadapor C(1+r 29)* . Eneldescuento continuo, el
valor descontado a tiempo de algo que vale entiempo T
es Ce™™,
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Los conceptos de descuento y capitalizacion permiten la
valoracion de activos sinriesgo. En particular, el descuen-
to permite valorar productos que proporcionan flujos fu-
turos conocidos de dinero, simplemente descontando el
valor de los mismos. El ejemplo mas sencillo es el bono
que paga cupones con un interés fijo. Podemos descon-
tar el valor de los cupones con los tipos correspondien-
tes a sus vencimientos y del nominal al vencimiento del
bono para obtener el valor actual del mismo. Por ejemplo,
la deuda del Estado espafiol, que se subasta a distintos
plazos de tiempo (3 meses, 6 meses, 1afio, etc.) se emite
al descuento, de modo que al suscribirla se paga el valor
descontado de los flujos futuros y con posterioridad se
reciben los flujos asociados. Lo mismo ocurre con los pa-
garés de algunas entidades financieras.

CALCULO DE CUOTAS DE UN PRESTAMO

A lo largo de nuestra vida, para abordar proyectos de
inversion personales o profesionales, surge la necesi-
dad de solicitar préstamos. En el plano personal, pue-
den suscribirse para financiar nuestra formacion (estu-
diar un grado universitario, un master, un doctorado o
un curso de idiomas en el extranjero), la adquisicion de
bienes (coche, vivienda, etcétera) o algun gasto impre-
visto considerable. En el plano profesional, podriamos
considerar las distintas circunstancias que requieren
la financiacion de una empresa para su arranque o fun-
cionamiento. Incluso, la necesidad de pedir préstamos
aparece en estructuras mas complejas, como las comu-
nidades auténomas o los estados.

Una situacidn tipica es aquella en la que se solicita al pres-
tamista una cantidad de dinero, a cambio de pagar un tipo
anual de interés durante un nimero de afios. Para devolver
elimporte del préstamo, se abona un nimero de cuotas al
afio por unimporte constante, de modo que al final del afio
se ha devuelto el capital y se han abonado las cantidades
correspondientes a los intereses. Utilizando las féormulas
de capitalizacion y descuento, se puede demostrar que la
cuota a pagar tiene la expresion:

C=

Pr
q(1-(1+1/q)™)

Elpréstamo mas popular es el crédito hipotecario, con el
que la mayoria de los espafioles ha adquirido su vivienda
en los ultimos afios. Por ejemplo, si hemos obtenido un
préstamo de 200.000 € a 20 afios al 5%, con una cuota
mensual constante, la formula anterior nos indica que el
importe de esta serd 1.319,91 €. Podemos reducir la cuo-
ta sensiblemente a1.073,64 € mensuales, contratando el
préstamo a 30 afios. También es importante saber que en
el primer caso la suma de los intereses pagados durante
la vida del préstamos es 116.778,40 € mientras que en el
segundo asciende a186.510,40 €.

No obstante, la mayoria de los créditos hipotecarios en
Espafia se han contratado a un tipo de interés variable,
revisable anualmente a partir del tipo ,queasu
vez se fija cada mes. Para adaptar la férmula anterior a
lo que se conoce como modelo francés de préstamo hi-
potecario, en cada actualizacion anual se toma P como
el capital pendiente de amortizar y n como el nimero de
afios hasta el vencimiento del préstamo. Consideramos
como ejemplo un préstamo de 200.000 € a 20 afios, al
tipo fijo del 5% el primer afio y al tipo variable del EURI-
BOR+1% a partir del segundo afio. Al final del primer afio
el capital pendiente es P, = P-C,q=184.161,08 €, siendo
C,= 131991 € la cuota mensual constante antes calcu-

Figura 2: Los créditos han sido la forma mds habitual de adquirir una vivienda.
Imagen: Laura Orensanz.



lada para el primer afio. Teniendo en cuenta lo que figura
en el contrato hipotecario, supongamos que el EURI-
BOR aplicable para el segundo afio es el de octubre de
2011, que fue del 2,11%. Ello da lugar a un tipo r,= 3,11%
para el segundo afio, con lo que la cuota mensual del se-
gundo afio es C,= 1.070,74 €. Al final del segundo afio, al
capital pendiente P,= P,-C g = 171.312,20 € se le apli-
carad el EURIBOR publicado en octubre de 2012, que fue
del0,65%, lo que da lugar aun tipo hipotecarior,=1,65%
para el tercer afio y la cuota mensual de C,= 917,25 €. El
proceso se repite sucesivamente hasta la amortizacion
del capitaly los intereses en el momento de vencimiento
del préstamo.

EJERCICIO

Completa una tabla de cuotas para los afios del
préstamo a tipo variable, suponiendo varias posibi-
lidades de evolucion del EURIBOR en el futuro. Se
pueden calcular también los intereses totales que se
acaban pagando durante la duracion del préstamo.

Sin duda, nuestros alumnos de ESO o bachillerato, en
alglin momento tendran que endeudarse para adqui-
rirun coche, una vivienda o financiar suformacion. La
falta de soltura en el manejo de los conceptos finan-
cieros asociados al endeudamiento explica, en parte,
la situacion financiera tan deteriorada a la que han
llegado algunas economias domesticas.

En la practica, el tipo de interés que ofrece el banco de-
pende del perfil de riesgo del solicitante del préstamo.
A mayor riesgo del solicitante, mayor serd el diferencial
quese aplicaal EURIBOR enel caso variable o mayor sera
el tipo fijo que le oferte el banco. En cualquier caso, en el
andlisis de perfil de riesgo ha resultado dificil (o no se ha
querido) predecir correctamente las posibles situacio-
nes de incumplimiento derivadas de la crisis econdmica,
como la que se esta dando en los Ultimos afios. Por otro
lado, también es conocido el caso de las famosas hipote-
cas subprime, concedidas a clientes de alto riesgo y que
después fueron comercializadas en forma de sofistica-
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dos productos financieros (como los CDO o CDS) de alta
rentabilidad y elevadisimo riesgo.

Los estados y las comunidades auténomas también tie-
nen necesidad de pedir dinero prestado para financiarse
y una forma natural de hacerlo es a través de la emision
de deuda. Obviamente, el perfil de riesgo del emisor de
la deuda condiciona el tipo de interés al que el mercado
considera que puede endeudarse. En este sentido, la cri-
sis econdmico-financiera que atraviesan algunos paises
europeos ha puesto de moda el diferencial que existe en-
tre los tipos de interés que paga el bono aleman a10 afios
y el de otros paises europeos, lo que se conoce como la
prima de riesgo. Por ejemplo, si la prima de riesgo de Es-
pafia esta en 400, quiere decir que el bono espafiol paga
400 puntos basicos (esto es un 4%) mas que el bono ale-
man. Claramente, al igual que en los ejemplos anteriores,
amayor prima de riesgo mayor coste de financiacion.

LOS DERIVADOS FINANCIEROS

En los mercados financieros se negocian una gran varie-
dad de productos, que se han ido volviendo cada vez mas
sofisticados. Sin animo de ser exhaustivos, una primera
clasificacion basica permite considerar varios mercados:

* Mercados de bienes (commodity markets): se ne-
gocian materias primas o productos materiales
(petrdleo, maiz, oro, plata, electricidad, etcétera).

* Mercados de monedas de curso legal (foreign ex-
change markets): se negocian los tipos de cambio
entre las distintas monedas (libra-euro, délar-yen,
etcétera).

* Mercados de bonos (bond markets): se negocian
bonos del estado, deuda emitida por comunida-
des autonomas, bonos de empresas privadas,
etcétera.

* Mercados de acciones (stock exchange): son los
mas populares y en ellos se negocian acciones de
distintas empresas.

* Mercados de futuros y opciones (futures and op-
tions markets): se negocian productos financieros
derivados, y gozan de una popularidad creciente.
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Son especialmente conocidas las opciones sobre
acciones.

En este apartado nos centraremos en los derivados
financieros, que son aquellos productos cuyo precio
depende de otro producto financiero (subyacente). El
derivado financiero es un caso particular del concepto
de derivado, que es un producto cuyo precio depende
del precio de otro u otros productos (que pueden ser
financieros o no).

Los productos derivados se pueden clasificar en tres ti-
pos: contrato forward, de futuros y opciones.

Contrato a plazo o forward. Es un contrato para
comprar o vender un producto por determinado precio
en cierto instante futuro. La posicién larga es la parte
contratante que acepta realizar la compray la posicion
corta es la que acepta realizar la venta. Lo contrario es
un contrato al contado (spo?), en el que la transaccion
tiene lugar en el instante actual. En el contrato forward
estamosobligadosarealizarlatransaccionyelpreciode
la misma se fija de modo que ninguna de las partes paga
una prima inicial. Un ejemplo de este tipo de derivado
surge cuando un comerciante se compromete acomprar
a un agricultor 10.000 kilos de la cosecha de patatas a
0,2 €/kg 6 meses después de la firma del contrato.
Claramente, con este contrato los contrayentes del
mismo se protegen ante la incertidumbre del precio
que alcanzara el kilo de patatas dentro de 6 meses (en
el que intervienen factores como el clima, la produccion
de los competidores, la aparicion de plagas, etcétera).

Contrato de futuros. Su estructura es la misma que la
del contrato a plazo, pero tiene lugar en un mercado
regulado, que especifica las condiciones del contrato.
Un ejemplo o constituye un inversor que le pide a su
bréker que acuda al mercado organizado de futuros
americano, Chicago Board of Trade (CBOT), para que
compre 1futuro sobre 1.000 m3 de trigo para el proximo
mes de julio. El precio resultante sera consecuencia
del ajuste entre los precios de oferta y la demanda que
aparezcan cotizados en el CBOT.

Contrato de opciones. Es un contrato que da a su
poseedor el derecho a comprar o vender una cantidad
de un producto a un precio determinado durante
un espacio de tiempo. En el caso de dar el derecho
a comprar se llama opcién de compra (opcion call),

mientras que si el derecho es a vender se llama opcién
de venta (opcion put). Es importante matizar que, en el
caso de opciones, el poseedor tiene el derecho pero no
la obligacion de realizar la transaccion futura, y esto es
una diferencia importante con los casos anteriores. El
producto objeto del derecho de transaccién se conoce
como subyacente y puede ser de caracter financiero,
en el caso de las opciones financieras, o no. El precio
pactado se conoce como precio de ejercicio o strike. El
derecho puede adquirirse para ejercerlo en una fecha
determinada, como ocurre en las llamadas opciones
europeas, o antes de una fecha, como es el caso de
las opciones americanas. Al proporcionar un derecho
al poseedor, cuando este lo adquiere ha de pagar una
prima, que es justamente el valor de la opcidn. Las
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Figura 3. Arriba, evolucion del indice IBEX35 entre el 2 de julio de 2012 y el 2 de
enero de 2013. Debajo, interior de la Bolsa de Madrid. Autor: Alavisan. Fuente:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Interior_Bolsa_de_Madrid.jpg?
uselang=es.



opciones son los productos derivados mas populares.
Un ejemplo de opcion no financiera es un contrato por el
queunequipodefutboladquiereelderechoacomprarun
jugador antes de una determinada fecha a otro equipo.
Un ejemplo de opcidn financiera aparece cuando en el
mercado de futuros espafiol (MEFF) adquirimos hoy
unaopcion de compra de 100 acciones de Telefdnica por
9 €, que podemos ejercer hasta el 15 de marzo de 2013.
Enambos casos, la prima es consecuencia del equilibrio
entre la ofertay la demanda.

UTILIDAD DE LOS CONTRATOS
DE OPCIONES

Para entender la utilidad de las opciones, en primer lugar
pensemos en qué podemos hacer si tenemos una opcion
de compra sobre una accién de Telefdnica con un strike de
10 € para ejercerla el 15 de marzo de 2013. Si la opcidn
nos da el derecho a comprar solo en esa fecha, podemos
esperar a que llegue y tomar decisiones en funcion de la
cotizacion del subyacente. Por ejemplo, si el 15 de marzo
Telefonica cotiza a 13 €, podemos ejercer el derecho de
compra al10 €y venderla en el mercado al momento, con
una ganancia de 3 €. Si la accidn cotizase a 7 €, entonces
el derecho a comprar a 10 € no es de utilidad y la opcion
de compra no vale nada.

Claramente, el valor de la opcion de compra en el momen-
to del vencimiento se puede determinar en funcion del
valor del subyacente. En concreto, si denota el momento
de vencimiento, la cotizacion del subyacente en el ins-
tante y el precio strike del contrato, el valor de la opcidn
avencimiento es

V(T, S,) = max(S,-K,0)

Sila opcion fuese de venta, un razonamiento analogo al
anterior conduce a la expresion

V(T, S,) = max(K-S_,0)

Lo que resulta mas complicado es determinar el valor
de la opcion en un instante previo al vencimiento. La
necesidad de determinar este precio surge de la posibi-
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lidad de comprar o vender opciones en mercados orga-
nizados, aligual que las acciones. En el ejemplo anterior,
también podriamos haber vendido la opcion en el mer-
cado de futuros espafiol (MEFF) antes del 15 de marzo
de 2013. Precisamente, el problema de valoracién de
opciones consiste en determinar cual es el precio justo
(fair price) que debemos pagar por una opcion en cual-
quier instante previo a su vencimiento, sin perder de
vista que en la practica el precio resulta del equilibrio
entre la oferta y la demanda en el correspondiente de
mercado de opciones.

Las opciones presentan dos utilidades fundamentales:
la y la . Su uso como cobertura
permite reducir el riesgo asociado a la posesion de una
cartera de acciones. Para ello, se mantienen posiciones
contrarias en acciones y opciones; por ejemplo, com-
prando acciones de una empresa por 10 € y opciones de
venta por 9 € de esas acciones, lo cual tendrd el coste
adicional de abonar la prima de las opciones, pero la ga-
rantia de poder vender las acciones a 9 €, si su precio
bajase mucho. Para protegerse frente a movimientos
que no consistan solo en subidas o bajadas de precios,
existen combinaciones de opciones que se conocen
como estrategias (cono, cuna, mariposa, etcétera). El
uso de las opciones financieras con fines especulativos
estarelacionado con su gran efecto de apalancamiento,
que permite obtener grandes beneficios con inversio-
nes menores que las que habria que realizar en accio-
nes. Por ejemplo, ante la perspectiva de una subida de
las acciones de una empresa en los proximos 2 meses
podemos: a) comprar 100 acciones a 20 € cadaunaob)
comprar opciones de compra por 1,5 € cada una. Si la
accion sube a 23,5 €, en el caso a) el rendimiento re-
lativo por accion viene dado por (23,5-20)/20 = 0,175;
es decir, un 17,5%. Por el contrario, en el caso b) op-
tarlamos por ejercer la opcidn de compra y vender las
acciones compradas, de modo que el rendimiento rela-
tivo ascenderia a (23,5-20-1,5)/1,5 = 1,3333; es decir,
un 133,33 %. Si la accién bajaa 16,5 €, en el caso a) se
pierden 350 € mientras que en el caso b) se pierden
150 € del coste de las opciones, que no se ejercerian.
Si optamos por las opciones, nuestra pérdida maxima
esta acotada por el importe de la prima, muy inferior a
la pérdida en el caso de optar por acciones.
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Las opciones mas sencillas son las

aquellas cuyo valor a vencimiento depende excluswa—
mente del valor del subyacente en ese momento. Las
opciones pueden ser de caracter europeo, cuando solo
se pueden ejercer en la fecha de vencimiento, como ocu-
rre con las acciones sobre el (ndice enelmerca-
do de futuros espafiol (MEFF). Las opciones americanas
son aquellas que se pueden ejercer en cualquier instan-
te antes del vencimiento o en la fecha de vencimiento,
como todas las opciones sobre acciones de determina-
das empresas que se negocian en el MEFF. Si el valor a
vencimiento no depende solo del valor del subyacente
en ese momento, entonces se llaman opciones exaticas.
Un ejemplo de opciones exdticas son las que dependen
de la cotizacion media del activo en cierto periodo de
tiempo, que se conocen como ,delas
que existen una gran variedad dependiendo de la media

En el libro de I de la Politica de Aristdteles
se menciona un curioso contrato de opcio-
nes: el fildsofo Thales predijo que la proxi-
ma cosecha de aceitunas seria excelente y
contrato a sus duenos a bajo precio la opcion
de utilizar una cantidad importante de moli-
nos de aceitunas. Llegado el momento, la de-
manda de molinos fue tal que Thales obtuvo
una buena cantidad de dinero, revendiendo
eluso de los molinos al precio que quiso. Con
ello, Thales quiso acallar las burlas sobre la
inutilidad de la filosofia para enriquecerse.
Las opciones también tuvieron un gran pro-
tagonismo durante la locura desencadenada
en los mercados de tulipanes en Holanda en
el siglo XVII, hasta su colapso en 1637. En
Estados Unidos se les relaciond con la crisis
de los anos veinte del siglo pasado. No obs-
tante, el primer mercado organizado de op-
ciones, Chicago Board of Options Exchange
(CBOE), aparecid en Chicago en 1973.

considerada (aritmética o geométrica, continua o dis-
creta), del pago recibido a vencimiento (de strike fijo o
variable) y de la posibilidad de ejercicio anticipado (de
caracter europeo o americano). La ventaja de las opcio-
nes asiaticas es que sus precios flucttian menos que sus
correspondientes opciones vainilla frente a variaciones
puntuales del precio del subyacente. Existen opciones
exdticas sobre maximos o minimos de un subyacente
(opciones lookback) y opciones sobre cestas (que de-
penden de varios subyacentes).

Recientemente, las entidades financieras también han co-
mercializado lo que se conocen como

, que combinan la rentabilidad fija de una parte de
laimposicion con unarentabilidad variable definida en tér-
minos de cotizaciones de acciones o indices bursatiles, cu-
yos pagos son similares a algunas opciones sofisticadas.

VALORACION DE CONTRATOS
FORWARDY DE FUTUROS

En el momento de la contratacion de los contratos
forwardy de futuros no hay un pago inicial entre las par-
tes, sino que se establece un precio para la transaccion
futura del subyacente de modo que ambas partes estén
de acuerdo. El precio pactado, K, en el instante inicial
(t=0) para la compra o venta asociada al contrato de fu-
turos coincide con el valor futuro del subyacente en el
momento de vencimiento (t-T). En ausencia de riesgo, di-
chovalores S, =S e, siendo rel tipo de interés libre de
riesgo. En consecuencia, el valor del contrato de futuros
ent = 0 es cero (no hay que pagar prima). No obstante,
para >0 el precio pactado no tiene por qué coincidir con
el valor futuro del activo en ese instante t>0, pues el tipo
de interés a vencimiento o el valor del subyacente cam-
bia. Entonces, en un instante t>0, el valor del contrato
de futuros F (t) es el valor descontado a tiempo tde la
diferencia entre el valor a vencimiento del subyacente y
el precio pactado, esto es: F(t) = (S-K)e™™ ¢ equivalen-
temente:

F (1) = S-Ke ™



VALORACION DE CONTRATOS
DE OPCIONES

Aligual que en el contrato de futuros, los modelos de va-
loracion de opciones tienen por objetivo obtener el precio
tedrico de estas bajo ciertas hipotesis sobre el mercado.
En la practica, el precio resulta de cruzar las drdenes de
compray venta de contratos en el mercado organizado en
el que se negocian. Al igual que los modelos matematicos
de otros fendmenos, para aplicarlos a la realidad es nece-
sario determinar (calibrar) algunos de los parametros que
intervienen en la determinacion del precio. En este caso
concreto, para calibrar los parametros se usan algunos
datos del mercado. Antes de pasar a la valoracion analiza-
remos algunos de los factores que intervienen en el valor
de la opciodn: tiempo a vencimiento, precio del subyacente,
precio de ejercicio, tipo de interés y volatilidad.

El es lo que falta para alcanzar la
fecha de vencimiento, que es una fecha fija. Como las op-
ciones tienen un valor asociado a la proteccién contra la
incertidumbre, cuanto mayor sea el tiempo a vencimien-
to mayor sera su valor.

El evoluciona con el tiempo. Preci-
samente, un aspecto muy importante para la valoracion es
la eleccion del modelo de evolucién de precios del subya-
cente, que ha de incluir una componente estocastica (es de-
cir, aleatoria) para reproducir la incertidumbre. Si tenemos
una opcion de compra con de 20 €, cuanto mas suba
el precio del subyacente mas interesante sera nuestra op-
ciény mayor sera su precio. Siel precio del subyacente baja,
entonces el valor de la opcion de compra disminuye. Con las
opciones de venta, ocurre justamente al reves: los precios
de la opcidn bajan cuando el precio de la accion sube, apre-
ciandose la opcion cuando la accion se deprecia.

Aunque el precio de ejercicio o strike es fijo para cada
opcidn, podemos comparar precios de opciones que solo
se diferencian en el strike. En las opciones de compra,
cuanto mayor sea su precio de ejercicio menos atrac-
tivas seran y su precio sera menor. En las opciones de
venta ocurre al revés: a mayor strike mayor precio al que
tenemos derecho a vender el subyacente y, por lo tanto,
mayor serd el valor de la opcidn.
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El se entiende como tipo de interés libre
de riesgo (por ejemplo, el asociado a un bono de un pais
solvente). Su influencia en el valor de la opcidn es muy
pequefia y su crecimiento provoca la apreciacion en las
opciones de compray deprecia las opciones de venta.

La es un factor relevante, relacionado con
la variabilidad del rendimiento del subyacente. Por ello
esta relacionado con la incertidumbre, en el caso cons-
tante su incremento conduce al incremento del valor
de opciones de compra y de venta. Aunque el modelado
de la evolucion de la volatilidad es un tema de gran acti-
vidad investigadora, la simplicidad aconseja suponerla
constante en esta unidad didactica.

Los de valoracion deben recoger
los comportamientos cualitativos del precio de las op-
ciones respecto a los factores antes indicados. Por otro
lado, la teoria de valoracién de opciones financieras re-
quiere un modelo de evolucion del subyacente. Para ello,
el punto de partida es la hipotesis de eficiencia del mer-
cado, que nos lleva a asumir que el valor actual del activo
es consecuencia de su valor en el pasado inmediato y que
las cotizaciones del activo responden de manera instan-
tanea a cualquier informacion nueva sobre el mismo. En
consecuencia, se suele proponer un tipo de
llamado markoviano.

El método de los es uno de los mas
sencillos para valorar opciones. Como en cualquier mé-
todo de valoracion, los datos son: (S,) el precio actual
y la volatilidad (o) del subyacente (que supondremos
constante por simplificar el método), el precio de ejerci-
cio (K), el tiempo de vencimiento (T) y el tipo de interés
libre de riesgo (r). A partir del precio actual del activo
subyacente, en los arboles se representan las posibles
evoluciones de los precios del activo durante el inter-
valo de tiempo de la opcion. El intervalo de tiempo se

en intervalos de igual longitud dt y en cada
paso de tiempo se generan dos posibles precios del ac-
tivo a partir del valor en el tiempo anterior. En concreto,
para cada salto de tiempo dt, se supone que el precio del
activo puede subir, con probabilidad p = (e’d‘-ew‘i‘)/(ew‘i’
erOvar), multiplicandose por un factor u = eV o bajar
con probabilidad 1-p, multiplicandose por v = eV As|,
se obtienen los n+1 posibles valores del subyacente
en el instante de vencimiento T = ndt y las posibles 2"
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trayectorias de evolucion de precios. A partir de estos
valores, utilizando el concepto de valor esperado vy el
descuento al tipo de interés libre de riesgo se retro-
cede en el arbol, obteniendo los valores de la opcion
en los instantes de tiempo previos (n-1)dt, (n-2)dt...,
hasta alcanzar el valor actual de la opcidn o prima. En la
practica, para obtener aproximaciones razonables del
precio de la opcidn se suelen utilizar en torno a 30 pa-
sos de tiempo, lo que supone 31 posibles precios finales
del activo y en torno a1billén de posibles trayectorias.
Elmétodo de arboles binomiales permite valorar opcio-
nes de caracter europeo y americano. También pueden
adaptarse a situaciones en las que el subyacente paga
dividendos en determinados instantes de tiempo o al
caso de tipos de interés dependientes del tiempo.

En la figura 4 se ilustra un arbol binomial sencillo para
una opcion vainilla europea de compra, que corresponde
alosdatos S =10,0=25%,K =10,5,T =0,5 ( 6 meses)
yr=3%,junto al paso de tiempo dt = 0.25.

16.47

Figura 4. Ejemplo de drbol binomial para valoracién de opcién de compra
europea. Autor: Carlos Vdzquez Cenddn.

Para construirlo, partiendo del precio actual del subya-
cente, S, serellenan los precios futuros del mismo avan-
zando hacia adelante en el arbol con los valores de u =
1,2840 y v =0,7790. Una vez alcanzado el final, a partir de
los valores en el vencimiento del subyacente, se obtiene
el valor de la opcidn en ese instante:

D-max(16.47-10.5,0) = 5.97
E—-max(10-10.5,0) =0
F-max(6.07-10.5,0)=0

Utilizando la probabilidad de subida de precio, p = 0,4527
y el interés libre de riesgo, se rellenan hacia atras en el
tiempo los precios de la opcidn en los distintos nodos del
arbol, en concreto:

B—e09%025(0,4527x5,97+0,5473x0,00) = 2,68
C—e00%025(0,4527x0,00+0,5473x0,00) = 0,00
A—e0030235(0 4527x2,68+0,5473x0,00) = 1,20

La precision de la valoracion de los arboles binomiales
mejora a medida que disminuimos el paso de tiempo d,
cuando este tiende a cero estariamos trabajando conun
modelo markoviano en tiempo continuo.

Repetir los calculos del arbol binomial, dividiendo
sucesivamente por 2 el paso de tiempo (dt = 0.125,
0.0625...). Se aconseja el uso de alguna herramienta
de software para realizar los calculos: Excel, Geoge-
bra, Phyton, Matlab, etcétera.

Uno de los modelos mas populares de precios de activos
en tiempo continuo es el de un proceso estocastico lla-
mado lognormal, de modo que el precio del activo verifi-
cala

dSl=/uSl dt + oS, Xm,

donde i y o denotan la tendenciay volatilidad del activo,
respectivamente, mientras que dX, denota el incremento



del proceso de Wiener X , que es un tipo particular de
proceso estocastico en un

.Conocidos S , u y 0, para simular precios goberna-
dos por el modelo lognormal, podemos utilizar elmétodo
de Monte Carlo. Podemos realizar previamente un cam-
bio de medida de probabilidad, de modo que la ecuacién
estocastica en la probabilidad de riesgo neutro se escri-
beenlaforma

ds,=rS, dt + oS, dX,

El es una herramienta fundamental del calcu-
lo diferencial estocastico, analogo a laregla de la cadena
en el calculo diferencial determinista. En particular, el
lema de Ito permite resolver esta Ultima ecuacion dife-
rencial estocastica, obteniendo la siguiente expresion
del proceso lognormal de precios en el instante t:

S,=S, expl(r-0 7/ 2)t + o't €],

donde € denota una variable aleatoria normal de media
nula y varianza unidad. En la figura 5 se muestra la simu-
lacion de la evolucion de precios de un activo con este
modelo.
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Figura5. Trayectorialognormal de precios paraS0=10,T=0,5 ,r=3% Y06 =25%.
Autor: Carlos Vidzquez Cendon.

3.2 MATEMATICAS Y ECONOMIA

En 1900, el matematico Louis Bachelier en
su tesis doctoral propuso el proceso brow-
niano como modelo de precios, de modo que
su variacion entre dos fechas se distribuye
de modo normal. Su tesis fue redescubierta
en 1965 por el premio Nobel de Economia
Paul Samuelson, cuando estudiaba la valo-
racion del contrato de opciones. En 1973 los
trabajos de Ficher Black y Myron Scholes,
junto con los del matematico Robert Mer-
ton, entre otras aportaciones, supusieron
que el logaritmo de los precios es brownia-
no como se maneja actualmente (proce-
sos lognormales o browniano geométrico).
Tras la muerte de Black, en 1997, Merton y
Scholes recibieron el premio Nobel de Eco-
nomia (que no se otorga a personas falleci-
das) por sus estudios sobre la valoracién de
derivados financieros. Black se doctord en
matematica aplicada por la Universidad de
Harvard, Scholes se doctord en economia
financiera en la Universidad de Chicago y
Merton se licencid en ingenieria matemati-
caenlaUniversidad de Columbia y se docto-
r6 en economia en MIT bajo la direccion del
prestigioso Paul Samuelson.

EJERCICIO

Elabora o utiliza un pequefio programa que cons-
truya las trayectorias de precios. Interpreta los
resultados obtenidos con los distintos datos para
aclarar conceptos como la volatilidad, la trayec-
toria de un proceso, la simulacién de una variable
aleatoria, etcétera.
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El primer paso en el para valo-
rar una opcion consiste en realizar un nimero elevado
de simulaciones de los precios a vencimiento, sorteando
valores de la variable aleatoria € en la formula anterior, y
para cada precio simulado se calcula la funcién de pago.
A continuacion, se obtiene la media de la funcidn de pago
como estimacion del valor esperado a vencimiento y
descuenta ese valor esperado a la fecha de valoracion
mediante el tipo de interés libre de riesgo. Matematica-
mente, si denotamos por V, el valor de una opcién euro-
pea de compra en el instante t = 0, este viene dado por
la expresion:

V,=e'T E, [max (S,-K, 0)]

donde E, denota la esperanza en la medida de probabi-
lidad de riesgo neutro. Dicha esperanza es la que se esti-
ma mediante la media. Claramente, la férmula indica que
el valor actual de la opcidn es el valor esperado descon-
tado de los beneficios a vencimiento, algo muy intuitivo

desde el punto de vista financiero.

Sila funcion de pago de la opcion solo depende del valor
del subyacente en el vencimiento, simplemente se utili-
za directamente la expresion de S,, pero si la funcion de
pago depende de la trayectoria seguida por los precios
(esto es, depende de precios antes de vencimiento) en-
tonces es necesario dividir el intervalo hasta vencimien-
to en subintervalos y simular precios en instantes pre-
vios al vencimiento.

Elabora una hoja Excel o emplea alguna herramienta
software para calcular el precio de una opcién median-
te simulaciones de Monte Carlo.

Las ventajas de la simulacién Monte Carlo son funda-
mentalmente dos: resulta muy intuitiva desde el punto
de vista financiero y se adapta a una amplia gama de
procesos estocasticos de precios. Cuando se desco-
noce la solucion exacta de la ecuacion estocastica, se
requieren métodos numéricos para aproximarla, como

los de tipo Euler-Maruyama o de Milstein. Las desven-
tajas principales de Monte Carlo son: el elevado coste
computacional para alcanzar una buena precision y la
dificultad de adaptarlo a productos con posibilidad de
ejercicio anticipado, como es el caso de las opciones
americanas. Para acelerar el método y alcanzar la mis-
ma precision con menos muestras existen técnicas de
reduccion de la varianza, como las variables antitéticas,
control de varianza o el muestreo por importancia. Para
las opciones americanas, lo mas clasico es la técnica de
Longstaff-Schwartz.

Ademas de los métodos binomiales y de Monte Carlo
descritos, desde mediados de los afios setenta del siglo
pasado la valoracion de opciones ha estado popular-
mente unida a la formula de Black-Scholes, que seria
mas justo llamarla férmula de Black-Merton-Scholes,
pues los tres intervinieron en la obtencion de la misma.
Dicha férmula se basa en una serie de hipdtesis del mo-
delo de Black-Scholes, que enumeramos a continuacion:

*  Elprecio del activo subyacente sigue un camino
aleatorio lognormal.

* Eltipo de interés libre de riesgo y la volatilidad
son funciones deterministas del tiempo, de he-
cho en la version mas popular de la formula se
suponen constantes.

* Ausenciade arbitraje: todas las carteras libres de
riesgo producen con la misma rentabilidad, que
se conoce como tipo de interés libre de riesgo.

¢ No se consideran los costes de transaccidn
(mercado sin fricciones) ni fiscales.

*  Se puede comprar y vender una cantidad no ne-
cesariamente entera de activos financieros en
tiempo continuo (mercado continuo).

* Enlaversiénmas clasica se supone que el activo
no paga dividendos.

* Mercado con posiciones en corto y largo: se
pueden vender opciones sobre activos que no
se poseen, garantizando su reintegro a venci-
miento o en el momento de ejercicio.

Aunque las hipotesis anteriores son todas muy dis-
cutibles en la practica, la metodologia desarrollada
por F. Black, R. Merton y M. Scholes ha sido adaptada
por investigadores posteriores a unas hipdtesis mas



realistas. Por ejemplo, han aparecido los denominados
modelos de salto-difusién, incorporando procesos de
Poisson o de otro tipo, que permiten evoluciones de pre-
cios con discontinuidades (saltos), algo que no es posible
con las trayectorias continuas del modelo lognormal.
También han surgido modelos estocasticos para la evolu-
cion de los tipos de interés (no tan necesarios en el caso
de opciones) o para la volatilidad. Los modelos de vola-
tilidad estocastica, como los recientes modelos de tipo
SABR, plantean un sistema de ecuaciones diferenciales
estocasticas para el precioy la volatilidad del activo, que
tienen una cierta correlacion entre si. También han surgi-
domodelos que incorporan los costes de transaccion o el
pago de dividendos asociados al subyacente.

Utilizando el lemadeltoyla

.elmodelodeBlack-Scholesseformulaentérminos
de una ecuacioén en derivadas parciales (EDP). En con-
creto, se supone que el valor de la opcion también es un
procesoestocasticoV,,dependiente delprecio delsub-
yacentey deltiempo através de unafuncion V, es decir,
V. = V(tS)). La funcion V verifica la EDP de Black-5-
choles:

oV 08?9V Vv
a2 e Tras VY

juntoconlacondicidnadicional V(S,T)=F(S),siendo F(S)
el valor del pago a vencimiento del producto derivado.
Por ejemplo, para una opcion de compra europea F (S) =
max (S — K, 0) y para una opcion de venta F (S) =max (K-
S, 0). La EDP de Black-Scholes puede transformarse en
la clasica ecuacion del calor, planteada inicialmente por
Fourier para modelar el comportamiento de la tempera-
tura en una barra de longitud infinita. Como la solucién
de la ecuacion del calor es conocida desde hace tiempo,
para opciones de compra europeas se obtiene la siguien-
te solucion de la EDP.

V(t,S) = SN(d,) —exp (- (T-)) KN (d,)
conocida como férmula de Black-Scholes, siendo

d = ]n(%)+(r+o2—l (T-t) d = In(l‘(i)+(r+62—l (T-t)
: oVT-t T2 oVT-t

X
N(x) w%n j e dy

-0

con

3.2 MATEMATICAS Y ECONOMIA

Aligual que en los otros métodos de valoracion, un hecho
destacable es que el valor de la opcidn es independiente
de la tendencia del activo, representada por . La expli-
cacion financiera proviene del hecho de que las opciones
son instrumentos de proteccion frente a la incertidum-
bre de los precios del subyacente, que aparece reflejada
en la volatilidad. Al introducir la hipdtesis de ausencia de
arbitraje, alinversor le da igual la tendencia.

Si aplicamos la férmula de Black-Scholes a la opcion de
compradel ejemplo del arbol binomial obtenemos el pre-
cioV, =V (0,10) = 0,56, muy diferente del precio 1,20 ob-
tenido con el arbol. Eluso de un arbol con paso de tiempo
grande se planted solo para facilitar la comprension de
su construccion, quedando de manifiesto la necesidad
de un paso de tiempo menor para obtener aproximacio-
nes razonables del precio de la opcidn.

La formula de Black-Scholes se puede implementar
en el software mas familiar para los alumnos de ba-
chillerato o simplemente utilizar la calculadora para
un caso concreto. No hay que perder de vista que los
tres métodos descritos se utilizan para calcular lo
mismo: el precio de la opcion. Es ilustrativo compa-
rar el precio obtenido con los distintos métodos para
los mismos datos financieros, comprobando lo que
ocurre cuando en el arbol binomial disminuimos el
paso de tiempo y en el de Monte Carlo aumentamos
el ndmero de simulaciones. Puede resultar intere-
sante dividir una clase en grupos, con carteras inicia-
les de acciones y opciones, haciendo evolucionar sus
precios de acuerdo con los parametros del modelo.
Para algunos tal vez resulte mas motivador sustituir
el subyacente de las acciones por futbolistas: ;Qué
volatilidad debemos ponerle a Lionel Messi o a Cris-
tiano Ronaldo? ;Cual seria el precio de una opcion de
compra sobre lker Casillas o de venta sobre Andres
Iniesta?

La anterior formula de Black-Scholes es valida para las
opciones de compra europeas, existiendo otra analoga
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para las de venta. En el caso de opciones americanas no
existe una formula exacta y es necesario utilizar méto-
dos numeéricos para aproximar su precio. Los métodos
numéricos para resolver la EDP mas utilizados son los
de diferencias o , combinados con
técnicas especificas para tratar restricciones de desi-
gualdades asociadas a la posibilidad de ejercicio anti-
cipado.

En la figura 6 se representan ejemplos de las funciones
que proporcionan las férmulas de Black-Scholes para op-
ciones de compray venta con strike igual a 15.

Cpsan vnl muntos A8 SaTeE

Eracis ppoen Ve RITpSL S wees

Figura 6. Representacion del precio de opciones europeas de compra y venta.
Autor: Carlos Vdzquez Cendon.

VALORACION DE INVERSIONES
CON EFECTOS MEDIOAMBIENTALES

Como se indicaba al principio de esta unidad didactica, la
accion del hombre sobre el medio es uno de los factores
externos mas relevantes de modificacion medioambiental
del planeta Tierra. La irreversibilidad de algunas acciones
sobre el medio debe ser tenida en cuenta a la hora de ini-
ciar proyectos de inversion. El modelado matematico per-
mite estudiar la oportunidad de iniciar proyectos, que tie-
nen incertidumbre tanto en su beneficio econémico como
en sus efectos instantaneos e irreversibles sobre ciertas
regiones del planeta. En ellos, el beneficio medioambien-
tal desaparece en el momento de iniciar el proyecto. Por
ejemplo, podemos considerar un paraje natural -como
una playa o un bosque- susceptible de un uso alternativo,
construyendo un puerto, un dique, una planta industrial
0 una urbanizacion, cuyo efecto en el medio ambiente es
irreversible. Cuando los beneficios medioambientales y
los derivados del proyecto son inciertos, se pueden mode-
lar estos mediante los procesos estocasticos adecuados,
surgiendo el problema de determinar cuando es el instan-
te Optimo para iniciar el proceso de inversion para obtener
la maxima utilidad conjunta.

Este tipo de problemas son objeto de investigacion en
el ambito de la matematica aplicada y se pueden estu-
diar mediante técnicas analogas a las empleadas en la
valoracion de opciones financieras, surgiendo modelos
basados en EDP de tipo Hamilton-Jacobi-Bellman. Como
punto de partida, podemos considerar que los beneficios
unitarios de cierto factor medioambiental (provenien-
tes del atractivo tur{stico, en el caso de una playa) estdn
dados por el proceso estocastico M, y los del proyecto
industrial alternativo (supongamos, la creacién de una
planta regasificadora) por el proceso P, de modo que la
evolucion de ambos procesos esta gobernada por el si-
guiente sistema de ecuaciones:

dM =p M dt+o M dX'+pdX?*),M =meR
dP =p,Pdt+0 P (pdX'+dX?),P,=peR

donde X!y X2denotan dos procesos de Wiener con coefi-
cientede correlacion, p, , y u,denotan las tendencias de



los beneficios medioambientales y del proyecto indus-
trial, respectivamente, siendo o, y o, sus volatilidades
correspondientes. Como los efectos son irreversibles,
al inicio del proyecto industrial los beneficios medioam-
bientales desaparecen y una posible funcién de utilidad
conjuntaes

U(m, p; T)=E[fe'*MSds+fe"Psds]

donde E denota el valor esperado y r el tipo de interés.
En estas condiciones, el problema asociado a la EDP de
Hamilton-Jacobi-Bellman modela la utilidad conjunta v
que se obtiene siiniciamos el proyecto en el instante op-
timo, por ejemplo,

v(m,p) = mTax U (m,p; T)

que depende de los beneficios iniciales del medio am-
biente y del proyecto industrial. La deducciony escritura
del problema de Hamilton-Jacobi-Belman asociado va
mas alla del alcance de estas notas. Suresolucion requie-
re el uso de técnicas numéricas especificas (métodos de
diferencias finitas, elementos finitos, etcétera), que per-
miten calcular la funcidn.

HERRAMIENTAS INFORMATICAS
PARA EL CALCULO FINANCIERO

En el caso de algunos métodos, como el de Monte Carlo,
ya se ha sefialado el inconveniente de la lentitud de sus
calculos para valorar opciones. En otros métodos mas
rapidos la necesidad de repetir una gran cantidad de
calculos para valorar las grandes carteras de productos
financieros demanda el uso de herramientas de calcu-
lo muy rapidas y eficientes. Los métodos numéricos de
valoracion se programan para crear aplicaciones de sof-
tware que se ejecutan en los ordenadores.

En cuanto a los entornos de programacion, es frecuen-
te el disefio de maquetas de aplicaciones financieras en
Excel, que después se programan en Matlab o C++ para
reducir el coste computacional y acelerar los calculos

3.2 MATEMATICAS Y ECONOMIA

en situaciones reales. También existen aplicaciones
comerciales, con las limitaciones de no cubrir algunos
de los nuevos productos financieros que se van dise-
fiando o los modelos matematicos mas avanzados. En
cuanto al hardware, se utilizan ordenadores potentes o
granjas (clusters) de ordenadores. Aligual que en otras
aplicaciones cientificas, muy recientemente se detec-
ta un interés creciente del sector financiero por el uso
de procesadores graficos o GPU (graphic processors
units), similares a los que se usan en la aceleracién de
graficos en los juegos de las videoconsolas. Aunque su
programacion eficiente requiere el conocimiento de
entornos especificos (CUDA), algunos métodos numé-
ricos muy usados en finanzas, como el de Monte Carlo,
resultan paradigmaticos para ilustrar la sorprendente
reduccion de tiempos de célculo que proporciona la
tecnologia de GPU.

Figura 7. Andlisis de datos financieros. Autor: Carlos Vdzquez Cenddn.

BIBLIOGRAFIA DE INTERES

Accién A, Arregui |, Vazquez C. (2010): "Numerical solu-
tion of a free boundary problem associated to invest-
ments with instantaneous irreversible environmental
effects". Applied Mathematics and Computation, vol.
215,n°9, pp. 3461-3472.

189



190

UNIDAD DIDACTICA. MATEMATICAS DEL PLANETA TIERRA

Articulo cientifico reciente en el ambito de las técnicas
numéricas para resolver un modelo de valoracion de
inversiones con efectos medioambientales. llustra un
ejemplo de la formulacion matematica de modelos rea-
listas, asi como la existencia de técnicas de analisis y de
métodos numeéricos para resolverlos, dando respuestas
cuantitativas y cualitativas razonables.

Bachelier, L. (1900): "Théorie de la spéculation". Ann. Sci.
Ec. Norm. Sup., vol. 17, pp. 21-86. Paris: Société Mathéma-
tique de France.

Tesis de L. Bachelier, redescubierta por P. Samuelson,
cuando este retomo el estudio de los problemas de va-
loracion de productos financieros. Enella se plantean los
contratos de opciones para cubrir el riesgo de las accio-
nes. A diferencia de los modelos de Black-Scholes poste-
riores, planteaba procesos brownianos sin deriva para la
evolucion de precios de acciones.

Black, F. y Scholes, M. (1973): "The pricing of options and
corporate liabilities". Journal of Political Economy, n° 81,
pp. 637-659.

Articulo cientifico de referencia en el que se plantean dis-
tintas formas de deducir la férmula de Black-Scholes, que
proporciona el valor de las opciones europeas. Entre sus
referencias aparece el articulo de Merton del mismo afio.

Hull, J. (2000): Options, futures and other derivatives (42
ed.). Upper Saddle River, New Jersey: Prentice Hall.

Libro de referencia para iniciarse en todos los conceptos
relacionados con la valoracion de opciones y otros deri-
vados. El éxito del libro viene avalado por sus sucesivas
ediciones, suusoenlos cursos de grado y posgrado sobre
estos temas y sus traducciones a numerosos idiomas.

Hull, J. (2011): Introduccidn a los mercados de futuros y
opciones. México: Pearson.

Traduccion al castellano de una de las sucesivas edicio-
nes del libro en lengua inglesa.

Malkiel, B. G. (2008): Un paseo aleatorio por Wall Street.
Madrid: Alianza Editorial.

Texto divulgativo en el cual, tras analizar la evolucion
historica de los mercados financieros, con sus burbujas
y crisis, el autor ofrece su vision sobre el analisis técnico
y fundamental. Sostiene que es muy dificil superar los
rendimientos del mercado con estrategias particulares.
También expone la moderna teor{a de carteras.

Merton R. C. (1973): "The theory of rational option pri-
cing". Bell Journal of Economics and Management Scien-
ce, vol. 4, pp.141-183.

Articulo cientifico de referencia en el que primero se in-
dican ciertas restricciones que han de verificar el valor
de las opcionesy se deduce de forma alternativa la ecua-
ciony formula de Black-Scholes, incluyendo extensiones
alcaso de pago de dividendos entre otras. Entre sus refe-
rencias aparece el articulo de Black y Scholes del mismo
afio.

Vazquez, C. (2010): "An introduction to Black-Scholes
modeling and numerical methods in derivatives pricing".
MAT Serie A, vol.17.

Breve trabajo monografico sobre el planteamiento, de-
ducciodn y resolucion numérica de los modelos de Bla-
ck-Scholes mas elementales para la valoracidn de op-
ciones sobre acciones y de derivados de tipo de interés
acorto. Esunresumen de un curso impartido por el autor
en la Facultad de Ciencias Empresariales de la Universi-
dad Austral de Rosario (Argentina). El documento es de
libre acceso en la web de la revista o se puede solicitar
al autor.

MATERIALES AUXILIARES

LIBRO

Paulos, J. A. (2004): Un matemdtico invierte en bolsa.
Barcelona: Tusquets, col. Metatemas, n° 83.

Libro escrito por el excelente divulgador matematico J.
A.Paulos, también autor del célebre libro El hombre anu-
merico. Aprovecha aqui la descripcion de la aventura per-
sonal de sus inversiones en Bolsa para dar a conocer los



tecnicismos que aparecen en los mercados. Nos presen-
ta también la vision de un matematico sobre los concep-
tos relacionados con los mercados, explorando las fala-
cias y engafios que existen detras del funcionamiento de
las bolsas mundiales.

PAGINAS WEB

http://mathforum.org/fe/. Pagina web con contenidos
sobre matematica financiera disefiados para el aula.

http://www.mathgoodies.com/lessons/toc_voliOhtml.
Pagina web con contenidos matematicos para el aula.
Esta unidad se centra en matematicas para el consumo:
porcentajes, proporciones, descuentos y precios de re-
bajas, interes simple, comisiones, impuestos e incremen-
tos y descuentos porcentuales. Ofrece problemas de la
vidareal.

http://www.meff.es/. Pagina web del MEFF, mercado
secundario oficial regulado por las leyes espafiolas e in-
tegrado en Bolsas y Mercados Espafioles (BME), el ope-
rador de los Mercados de Valores espafioles. MEFF esta
bajo la supervisidn de la Comision Nacional del Mercado
de Valores. MEFF ofrece servicios para la negociacion y
actla como camara de contrapartida central de futuros
y opciones sobre el IBEX-35, sobre acciones y sobre el
Bono Nocional Espafiol.

http://www.ceremade.dauphine.fr/FLMI/FLMI-fra-
mes-index.html. Foward Look on Mathematics and In-
dustry permite a la comunidad cientifica europea, en
conjunto con los politicos, desarrollar perspectivas a
medio y largo plazo y analisis de la investigacion con el
objetivo de definir las agendas de investigacion a nivel
nacionaly europeo.

PELICULAS

Wall Street (Oliver Stone, 1987). La pelicula describe el
duro mundo de los brokers. Bud Fox (Charlie Sheen) in-
tenta abrirse camino en Wall Street y comienza a traba-
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jar para Gordon Gekko (Michael Douglas). Descubre que
Gekko es un hombre sin escrupulos al que tnicamente le
importa el dinero y que es capaz de hacer todo lo posible
para conseguir su objetivo. Fox decide actuar de forma
honesta sacando a la luz el engafio.

Margin call (J. C. Chandor, 2011). Pelicula de suspense pro-
tagonizada por Kevin Spacey, Paul Bettany, Jeremy Irons,
Zachary Quinto, Penn Badgley, Simon Baker, Mary McDon-
nell, Demi Moore y Stanley Tucci, y dirigida y escrita por
J. C. Chandor que trata de las crisis bancarias. En ella, un
banco calcula erréneamente la calificacion de riesgo so-
bre un producto financiero con el que opera. Los activos
que conforman este producto se estan degradando tanto
que amenazan con quebrar el banco entero. Sin embargp,
se decide vender los activos toxicos a cualquier precio con
tal de salvar la compafiia. Esta trama desencadena el con-
flicto con el protagonista, ya que supondria en un futuro
inmediato una importante crisis econdmica.

DOCUMENTALES Y MATERIAL AUDIOVISUAL

The flaw (David Sington, 2011). Documental que analiza
las causas de la actual crisis econémica. Disponible en
http://www.youtube.com/watch?v=7xion8TVIVY.

The midas formula (1999). Documental de la BBC que
describe como se llegd a la formula de Black-Scholes
(también “Black-Scholes-Merton"), que rige actualmente
los mercados. Disponible en http://www.youtube.com/
watch?v=4auzn4bKibM.

Inside job (Charles Ferguson, 2010). Documental sobre
la crisis financiera de 2008. Presenta investigaciones y
entrevistas con financieros, politicos, periodistas y aca-
démicos. Desde el punto de vista narrativo, su estructura
cuenta con varias partes: la introduccion se centra en la
crisis financiera en Islandia de 2008 y 2009, contintia con
la exposicion de las causas de crisis mundial, para termi-
nar con un diagnostico de la situacion actual y concluir
que lo que se ha hecho durante la administracién de Ba-
rack Obama es insignificante.

191






CATASTROFES
INDUCIDAS
POR EL HOMBRE

Carlos Parés, M9 Luz Mufioz Ruiz
y José Manuel Gonzadlez Vida






El objetivo de este capitulo consiste mostrar las herra-
mientas que aportan las matematicas para comprender
el funcionamiento de los sistemas naturales sobre los
que actuta el hombre, con la finalidad de predeciry con-
trolar su evolucion y, finalmente, para optimizar sus ac-
tuaciones, maximizando los beneficios y minimizando
los dafios.

Los autores se centran en las catastrofes provocadas
en la naturaleza por el hombre, tales como incendios,
explotacién descontrolada de recursos naturales (como
en el caso de la pesca, madera o minerales), la conta-
minacion medioambiental, y los accidentes nucleares.
También considera aquellos desastres que tienen su
origen posterior en el hombre, como son la desertifica-
cion, algunas inundaciones y movimientos sismicos, y el
cambio climatico global.

Caracteriza el efecto antropogénico, es decir, el efecto
delaacciénhumana en lanaturaleza, en dos niveles: uno
local, referido a fenémenos concretos en areas deter-
minadas, y otro global, referido a cambios producidos
en los procesos interactivos de origen fisico, quimico y
bioldgico que regulan el sistema del planeta Tierra.

Los autores sefialan las disciplinas que se ocupan de es-
tos fendmenosy las herramientas con las que se aborda
su estudio: analisis numeérico, el analisis matematico, la
estadistica y la investigacion operativa. Pone especial
énfasis en el disefio y desarrollo de modelos matemati-
cos, los cuales expresan la evolucion de un sistema real
como un problema matematico, con sus datos y sus in-
cognitas.

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

El primer ejemplo que se expone es la modelizacion
de la ruptura de una presa, ejemplificando los pasos
para matematizar cualquier situacion real mediante la
eleccidn de las variables que caracterizan el estado del
sistema fisico en estudio, y la expresion matematica de
las leyes fisicas que rigen la evolucion de las variables
seleccionadas que, en este caso, consisten en un siste-
ma de ecuaciones en derivadas parciales, distinguiendo
en las férmulas qué cantidades son datos y cuales son
incognitas. También plantea y ejemplifica el proceso
de discretizacion de una riada, para obtener una buena
aproximacion de su transcurso a partir de los datos dis-
ponibles.

Considera ademas la modelizacion de la prevencion y
extincion de incendios forestales, el control de verti-
dos tdxicos en tierra (vertido de Aznalcollar) o en el mar
(hundimiento del Prestige), y los procesos de desertiza-
cion.

Todos los ejemplos escogidos son de interés por su di-
fusion social reciente y debido a su impacto medioam-
biental. La modelizacion que en cada caso se muestra
puede entenderse sin el dominio técnico total de las he-
rramientas matematicas subyacentes. Por otra parte,
ponen claramente de manifiesto la potencialidad de la
conceptualizacion matematica para plantear cuestio-
nes y resolver problemas mediante la competencia de
modelizacidn. El capitulo concluye con una serie de no-
tas histdricas y curiosidades culturales que enriquecen
y hacen amena su lectura.






INTRODUCCION

Paraddjicamente, el ser humano es el Unico ser vivo
plenamente consciente de que su futuro como especie
depende de la salud del planeta y al mismo tiempo de
que es el que mas la amenaza. Como le ocurre al apren-
diz de brujo interpretado por Mickey Mouse en el famo-
so episodio de la pelicula Fantasia (Walt Disney, 1940)
que ilustra la pieza musical compuesta por Paul Dukas
en 1899 (basada a su vez en un poema de Goethe de
1797), al ser humano le resulta imposible resistirse a la
tentacion de usar la varita magica para valerse del me-
dio natural en su propio beneficio. Desgraciadamente,
a diferencia de lo que ocurre en el citado episodio, el
brujo no vuelve a tiempo para detener a las fregonas y
evitar la . La experiencia nos demuestra una
y otra vez que procesos originados por el hombre pue-
den terminar muy mal. Incendios, explotacion descon-
trolada de recursos naturales ~como la pesca, madera
o minerales-, contaminacion medioambiental, acciden-
tes nucleares, etcétera, son sucesos que nos vienen a
la mente cuando pensamos en catastrofes provocadas
por el hombre. Pero también hay otros desastres que,
aveces bajo la apariencia de catastrofes naturales, tie-
nen su origen ulterior en la mano del hombre, como son
la desertificacion, algunas inundaciones y movimientos
sismicos y, cdmo no, el global.

Debemos pues tener en cuenta el efecto

. Es decir, el efecto de la humanidad, en dos niveles:
a) local, referido y reducido a fendmenos concretos en
areas concretas y b) global, referido a los cambios pro-
ducidos en los procesos interactivos de origen fisico,
quimico y biolégico que regulan el sistema conformado
por el planeta Tierra.

En el caso del ser humano, la varita magica no es otra
cosa que la razon, que permite comprender los proce-
sos naturales a través de la ciencia y actuar sobre ellos
a través de la tecnologia. Como no es esperable que
nuestra especie renuncie a actuar sobre el medio que le
rodea, puesto que se trata de una de las caracteristicas
que la definen, y como no hay brujos que vengan a dete-
ner los procesos justo a tiempo para evitar o mitigar es-
tas catdstrofes, solo queda una salida: el aprendiz tiene
que adquirir por si mismo las competencias suficientes

para evitar el desastre. Es decir, la ciencia y la tecno-
logfa tienen que encontrar soluciones a los problemas
que su propio progreso plantea: este es el gran reto de
nuestra especie.

¢Cémo pueden ayudar las matematicas a superar este
reto? Enprimer lugar, al igual que los aprendices de mago
de la popular saga Harry Potter (J. K. Rowling) ten{an que
aprender latin para usar adecuadamente la varita, los
cientificos y tecnologos han de aprender matematicas,
que es el lenguaje universal de la naturaleza como ya
comprendid Galileo Galilei (también tienen que aprender
inglés, pero esa es otra historia). Pero ademas la mate-
matica, como ciencia especifica, aporta herramientas
eficaces para evitar o mitigar las catastrofes antropoge-
nicas. En concreto, aporta herramientas que sirven para
el funcionamiento de los sistemas natura-
les sobre los que se actua, para y su
evolucion y, finalmente, para las actuaciones,
maximizando los beneficios y minimizando los dafios.

Son diversas las ramas de las matematicas que se ocu-
pan del desarrollo de estas herramientas: el

el , la estadistica, la investi-
gacion operativa, etcétera Y el nimero de matematicos
que centran su investigacion en dicho desarrollo es cre-
ciente, tanto a nivel nacional como internacional.

El objetivo de este capitulo es presentar algunos ejem-
plos concretos de desarrollo de herramientas matema-
ticas destinadas a comprender, predecir, controlar u
optimizar procesos antropogénicos. En particular, pon-
dremos un especial énfasis en el desarrollo de

gue, como veremos, permiten expresar la
evolucion de un sistema real como un problema mate-
matico con sus datos y sus incognitas. La solucion de
este problema, si el es correcto, proporciona
una buena aproximacion de la evolucion real del siste-
ma que se estudia. En concreto, veremos cdmo se pue-
de usar un para disefiar un plan de
emergencias ante la eventual rotura de una presa proxi-
ma a una ciudad.

Aunque la utilidad y la eficacia de todas estas herramien-
tas matematicas son crecientes, también tienen, como
todas, sus limitaciones. La principal limitacién es comun a
cualquier mecanismo que pretenda poner freno a los des-
manes y a los riesgos inasumibles: de nada sirven dichos
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mecanismos si los que tienen la capacidad de aplicarlos no
lo hacen por intereses comerciales, geopoliticos o estra-
tégicos. No obstante, hay otras limitaciones especificas
de las herramientas matematicas, como son:

* lacapacidadlimitadade los ordenadores:la aplica-
cion de una gran parte de las herramientas que se
van a mencionar en este capitulo requiere un gran
volumen de calculos que se hacen con ordenadores.
Aunque la capacidad de memoria y la rapidez de
calculo de los ordenadores crece rapidamente, no
es posible abordar problemas de gran escala espa-
cial o temporal con un nivel de detalle fino.

*  Aunque las matematicas tienen la reputacion de ser
las ciencias exactas por excelencia, cuando se apli-
can a problemas reales es imposible evitar errores e
inexactitudes, como veremos en el caso de la simula-
cion de la rotura de una presa. Por tanto, las predic-
ciones obtenidas con un modelo matematico siempre
tienen un grado mayor o menor de incertidumbre y no
pueden ser tomadas como verdades absolutas: las
simulaciones dan informacion sobre la probable evo-
lucidn del sistema a partir de los datos de que se dis-
pone, lo que es una informacion valiosa para la toma
de decisiones. Pero es inevitable que el suceso real
sea en ocasiones de mayor o menor intensidad que
lo predicho, y no tiene sentido culpar a los cientificos
de estos errores que son inherentes a lanaturaleza de
las cosas. Esta limitacion es especialmente intensa
cuando se intenta predecir la evolucidn de sistemas
naturales que pueden presentar, bajo ciertas circuns-
tancias, comportamientos cadticos: pequefias varia-
ciones en los datos de partida pueden llevar a evolu-
ciones muy diferentes en el tiempo.

PRIMER EJEMPLO:
ROTURA DE UNA PRESA

Vamos a estudiar un ejemplo concreto de catastrofe:
la rotura de una presa proxima a una ciudad. La figura1
muestra una simulacion de un episodio de estas carac-

Figurat. Simulacién de la rotura de una presa préxima a una ciudad. Fuente:
Grupo EDANYA, Universidad de Mdlaga.

teristicas, realizada por el grupo EDANYA (Ecuaciones
Diferenciales, Analisis Numérico y Aplicaciones) de la
Universidad de Malaga, al que pertenecemos los auto-
res del presente capitulo. En este epigrafe vamos a ex-
plicar, de forma muy simplificada, las etapas que se han
seguido para obtener esta simulacion.

El primer paso para matematizar cualquier situacidn
real es la elecciéon de los nimeros que representan el
estado del sistema fisico que se desea simular. En el
caso de larotura de una presa, estos nimeros son el es-
pesor de laldmina de aguay el caudal (volumen de agua
por unidad de tiempo). Estos nimeros varian de un pun-
to a otro del terreno, e incluso en un mismo punto cam-
bian con el tiempo, por eso se les denomina variables.
Por ejemplo, en un punto del terreno al que todavia no
ha llegado la riada, el valor de ambas variables es cero,
sin embargo, cuando recibe agua, sus valores cambian
de forma brusca.

A continuacion, se expresan matematicamente las
leyes fisicas que rigen la evolucién de las variables



que, en nuestro caso, son las leyes de
conservacion de la masa y de la cantidad de movimien-
to (o segunda ley de Newton). La expresion matematica
de estas leyes da lugar a un conjunto de formulas, en las
que aparecen derivadas de un tipo particular que se de-
nominan derivadas parciales. Este conjunto de férmu-
las es el denominado modelo matemdtico.

El siguiente paso consiste en

En nuestro caso los datos son la aceleracion de la gra-
vedad, la densidad del agua, la topografia del terreno
por el que discurre la riada (son datos reales corres-
pondientes a una presa préxima a una ciudad espafio-
la) y la situacion hipotética antes de que se produjera
el colapso de la presa (figura 2). Las incognitas son los
valores del caudal y del espesor de la ldmina de la riada
en todo punto y en todo el intervalo temporal en el que
se desearealizar la simulacion. Como es sabido, un con-
junto de fdrmulas en las que se mezclan varios datos y
varias incégnitas se denomina en matematicas sistema
de ecuaciones. En este, como en muchos otros casos de
modelos matematicos, se trata de un sistema de ecua-
ciones en derivadas parciales. En concreto, el sistema
de ecuaciones en el que esta basada la simulacién de la
figura es el denominado de aguas someras o de Saint
Venant: se trata de una simplificacidn de las ecuaciones
generales de los fluidos (

explicadas en el capitulo 2.2. de esta unidad didactica)
valida bajo la hipotesis de que las escalas horizontales

Figura 2. Detalle del modelo discreto del terreno en el entorno de la presa.
Fuente: Grupo EDANYA, Universidad de Mdlaga.
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del flujo que se simulan son mucho mayores que las ver-
ticales (lo que ocurre en el caso de las riadas).

A lo largo de la educacion primaria y secundaria se es-
tudian determinadas ecuaciones o sistemas de ecuacio-
nes para los que es posible encontrar la solucion exacta
con un numero finito de calculos: ecuaciones de primer
y segundo grado, ecuaciones polinémicas de mayor gra-
do conraices enteras o sistemas lineales de ecuaciones.
Pero cuando se aplican las matematicas a la resolucién
de problemas reales, muy frecuentemente surgen ecua-
ciones imposibles de resolver de forma exacta con un
numero finito de operaciones. Y este es el caso del sis-
tema que nos ocupa. ;Qué hacer entonces?

Un primer paso importante es el

: se trata de ver si el sistema de ecuaciones
tiene solucidny si, dado un conjunto completo de datos,
esta es Unica. Si la respuesta a alguna de estas pregun-
tas es negativa, el modelo matematico no serfa Util: de
poca utilidad resulta un modelo que prediga que el flujo
de agua cuando se rompe una presa no existe o que, co-
nocidos perfectamente todos los datos del problema,
prediga diez evoluciones diferentes. El analisis tedrico
puede plantear serias dificultades técnicas, pero ofre-
ce la garantia de que el modelo esta, en cierto sentido,

Cuando se sabe que un sistema de ecuaciones tiene so-
lucién pero no se sabe cdmo calcularla de forma exacta,
se intenta al menos obtener una buena aproximacién de
lamisma. Paraello, se considera un modelo mas sencillo
que aproxime adecuadamente al anterior y que seamas
facil de resolver. A este proceso se le denomina

En el caso de la simulacion de la figura, el primer paso
para discretizar el problema consiste en fragmentar
todo el terreno en el que transcurre la riada en trozos
pequefios de forma cuadrangular, que se denominan cé-
lulas o volimenes finitos. En el modelo aproximado, que
se denomina modelo discreto, las nuevas incognitas son
el caudal medio y el espesor medio de la ldmina en cada
una de las células y en una serie de instantes de tiempo
sucesivos. Conocidas estas aproximaciones en un tiem-
po dado, el proceso de calculo en el instante siguiente
se lleva a cabo promediando el sistema de ecuaciones.
Cuanto menor sea el tamafio de las células y, por tanto,
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mayor su nimero, mejor es la aproximacion que se ob-
tiene de caudales y espesores. Obtenemos asi lo que
se denomina un modelo numérico, que es, fundamental-
mente, un sistema de ecuaciones algebraicas (esto es,
un sistema en que las incégnitas son numeros y en lugar
de derivadas aparecen Unicamente operaciones senci-
llas como sumas y productos). La disciplina matematica
que se encarga de estudiar este tipo de proceso se de-
nomina analisis numérico.

suele implicar
miles de millones de operaciones, por lo que es nece-
sario elegir un algoritmo adecuado para su implemen-
tacidn en un ordenador; es decir, hay que confeccionar
un programa que le dé a un ordenador (o a un conjunto
de ordenadores que trabajan de forma coordinada)
las instrucciones necesarias para que haga todas las
cuentas.

Una vez hechas todas las operaciones, para obtener
una figura como la nimero 2, correspondiente a un ins-
tante concreto, se pintan en celeste las células en las
que el espesor de la l[d&mina de agua no es cero en dicho
instante. Utilizando las representaciones graficas de la
simulacion en cada instante considerado se puede ob-
tener una animacion que representa el movimiento del
agua (ver http://youtube/QCnl72zeyGs).

Las medidas experimentales son necesarias en el pro-
ceso anterior para proporcionar los datos que precise
el programa y también para validar el modelo. Cada
paso del proceso que lleva desde la realidad hasta la
simulacion conlleva errores de diferente naturaleza: de
modelado, en los datos, de aproximacion, de redondeo,
etcétera. Es fundamental verificar si, a pesar de todo,
las predicciones del modelo tienen que ver con el com-
portamiento real del sistema que se pretende simular.
Esto es lo que se denomina . Para llevarla
a cabo, una técnica habitual es aplicar el modelo a un
evento de naturaleza similar al que se desea simular y
comparar la prediccidn del modelo con lo que sucedio
realmente. Elmodelo aquipresentado fue validado me-
diante su aplicacion, adaptando los datos de partida, a
la riada tdxica que se produjo en Aznalcollar en el afio
1998. Una vez validado el modelo, se obtiene una herra-
mienta eficazy general para la evaluacion de riesgos en
casos derotura de presas o de depdsitos de agua.

OTROS EJEMPLOS
DE MODELOS DE CATASTROFES

Los incendios que asolan Espafia cada verano, los ver-
tidos toxicos en tierra firme como el de Aznalcollar, o
en el océano como el del Prestige, la contaminacion en
ecosistemas como las rias gallegas, la desertificacion
creciente de la peninsula o el efecto del deshielo de
los casquetes polares en nuestras costas (y en el res-
to del planeta), la distribucion 6ptima de ayuda entre la
poblacion tras una catastrofe, son algunos ejemplos de
problemas en los que se usan las matematicas para es-
tudiar una o varias facetas de los mismos. Presentamos
a continuacion algunos ejemplos.

PREVENCION Y EXTINCION
DE INCENDIOS FORESTALES

Segun el informe anual (Forest Fires in Europe 2008)
de la EFFIS (European Forest Fire Information System)
los incendios suponen una amenaza actual y futura de

Figura 3. Incendio forestal. Fuente: Grupo de Investigacion en Simulacién Nu-
mérica y Cdlculo Cientifico, Universidad de Salamanca.



los bosques espafioles. Espafia es, después de Portu-
gal, el segundo palis europeo con una mayor superficie
afectada por incendios forestales. Segln fuentes del
Ministerio de Medio Ambiente y Medio Rural y Marino,
en el periodo comprendido entre 1999 y 2008 se produ-
jeron en Espafia un total de 6.773 incendios (superficie
quemada superior a 1 ha) afectando en conjunto a una
superficie de 123.441,56 ha, lo que supone el 0,477% de
la superficie nacional. Ademas de los grandes dafios
que producen los incendios en vidas humanas, propie-
dad privaday recursos naturales, la conservacion de los
bosques supone un factor fundamental en lo relativo al
cumplimiento del Protocolo de Kioto respecto a las ab-
sorciones de CO..

El equipo dirigido por el profesor Luis Ferragut de la
Universidad de Salamanca trabaja, en colaboracién con
la empresa Tecnosylva, en el desarrollo de modelos ma-
tematicos que permitan hacer simulaciones con mayor
rapidez que la propagacion del fuego, de modo que se
pueda aportar informacién en tiempo real a los equi-
pos de extincion de incendios desplegados en las zo-
nas afectadas, y estos puedan dirigir su actuacion (por
ejemplo, realizando cortafuegos o evacuando personas
y animales) a las dreas hacia las que se dirige el frente.
Los modelos que desarrolla el equipo se basan también
en sistemas de ecuaciones en derivadas parciales, si-
guiendo un procedimiento similar al mencionado en el
primer ejemplo.

Otro efecto de los incendios muy nocivo pero menos
estudiado es la alteracion de las propiedades del suelo

Figura 4. Comparacién de modelos de incendios forestales con alta y baja re-
solucién de viento. Fuente: B. Butler, J. Forthofer y M. Finney. Estados Unidos.
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que produce el paso del fuego. La modificacion de las
condiciones edaficas es un aspecto fundamental parala
posibilidad de regeneracion del ecosistema dafiado. El
grupo de la Universidad de Vigo dirigido por el profesor
José Durany trabaja, en colaboracion con el Centro de
Investigaciones de Lourizan (Pontevedra), en el desa-
rrollo de un modelo matematico que permita analizar el
dafio producido en el suelo como consecuencia del paso
de unfrente de calor.

Otros modelos, como el desarrollado por el grupo de la
Universidad de Santiago de Compostela liderado por
la profesora M? Inmaculada Paz Andrade en colabo-
racion con investigadores de la Universidad de Vigo y
del CSIC, asi como el desarrollado por el equipo de la
Universidad de Barcelona dirigido por la profesora M@
del Carmen Llasat, permiten predecir, respectivamen-
te, la localizacion temporal y espacial mas probable de
los incendios, informacidn de capital importancia para los
planes de previsiony extincion.

RIADA TOXICA DE AZNALCOLLAR

Las aguas residuales procedentes de la mina de la em-
presa Boliden-Apirsa de Aznalcdllar (Sevilla) se acumu-
laban en dos depdsitos préximos al rio Guadiamar, que
fluye hacia el parque natural de Dofiana. El volumen de
agua contenida, de unos 8 hm3, contenia una elevada
carga de metales pesados disueltos. El 25 de abril de
1998 una parte del muro lateral de contencion del ma-
yor depdsito cedid, dando lugar a una primera riada en
el Guadiamar. Transcurridas aproximadamente 5 horas
y 10 minutos, también cedid el muro que separaba am-
bos depdsitos, dando lugar a una segunda riada. El ver-
tido toxico afectd a una zona de unos 30 km de longitud
causando severos dafios ambientales.

Como se ha comentado anteriormente, el grupo EDAN-
YA de la Universidad de Maélaga simuld este vertido a
posteriori para validar su modelo de rotura de presas,
integrado en la plataforma de simuladores de flujos
geofisicos HySea. En la figura 5 se muestra una imagen
de la simulacion.
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Figura 5. Simulacion
numérica de la riada de
lodos tdxicos de Aznalcéllar
Fuente: Grupo EDANYA,
Universidad de Mdlaga.

EVOLUCION DEL VERTIDO
DEL PRESTIGE

ElhundimientodelpetroleroPrestige frente alas costas
de Galicia en 2002 provoco la necesidad de establecer
diferentes sistemas operativos en las regiones afecta-
das. Enla figura 6 se muestra laruta del Prestige desde
eldiadeiniciode lacrisis hasta el de su hundimiento, asi
como la extensidn de los vertidos obtenida por satélite.

Francia
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19011102
Mundimiento
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Figura 6. Ruta del Prestige desde el inicio de la crisis hasta su hundimiento. Tra-
yectorias de los vertidos. Fuente: AZTI-Tecnalia. Pais Vasco.

La linea A es la trayectoria de los vertidos que entraron
en el golfo de Vizcaya antes del hundimiento y la linea B
es la trayectoria del fuel desde el pecio, situado a unos
4.000 m de profundidad, en los meses siguientes. Tam-
bién se sefialan las primeras observaciones de manchas
al norte de Galicia y los primeros impactos en la costa
cantabrica.

Asimismo, se ha representado la trayectoria de una
boya de deriva que se situd sobre manchas de fuel en el
golfo y que mostraba el desplazamiento de la contami-
nacion. Aunque inicialmente esta se dirigio hacia la cos-
tafrancesa, afinales de eneroy principios de febrero de
2003 los vientos del noroeste la llevaron hacia la costa
del sudeste del golfo (costa francesa y del Pais Vasco),
segun habian predicho algunos modelos numéricos usa-
dos durante la crisis, como el desarrollado por el centro
tecnoldgico vasco AZTI-Tecnalia. Las predicciones de
los modelos colaboraron en buena medida a luchar con-
tra la contaminacion en el mar, minimizando el impacto
sobre la costa, como puede apreciarse en la figura 7, en
la que se representan las toneladas recogidas en tierra
en la costa espafiola y en la costa francesa, asi como el
fuelretirado por el dispositivo de barcos pesqueros del
Pais Vasco.
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Figura 7. Toneladas recogidas en distintas zonas costeras as{ como las recogidas en el mar. Fuente: AZTI-Tecnalia. Pais Vasco.

CONTAMINACION
EN LAS RIAS GALLEGAS

El grupo de la Universidad de Vigo dirigido por el pro-
fesor Lino Alvarez ha planteado y resuelto diferentes
problemas evolutivos de para la gestion
optima de sistemas de depuracion de aguas residuales
vertidas al mar (un primer caso donde se controla el ni-
vel de depuracidén del vertido contaminante, y un segun-
do caso donde se controla el punto de vertido del emi-
sario submarino). También ha abordado el estudio de un
problema correspondiente a la purificacion dptima de
aguas contaminadas en areas protegidas mediante la
inyeccion de agua limpia. En todos estos problemas se
utilizan otras técnicas matematicas como la teoria de
y la optimizacion combinadas con el modelado
matematico y la simulacion numérica. En la figura 8 se
representa la concentracion 6ptima de coliformes en la
ria de Vigo correspondiente al emplazamiento éptimo
de los emisarios, a fin de que el impacto en determina-
das zonas protegidas (como las playas) sea minimo.

10050504 SIS 12760804
9.0208E-05 <U0<1.0030-04
7.15158-05 S 059, 02098-05
5.20228-05 <m0, 1515805

3.41298-05 S <$5.20228-05
1.5435E-05 <I<3.4129E-05

13 150VALEURS

Figura 8. Concentracion éptima de coliformes en laria de Vigo correspondiente
al emplazamiento éptimo de los emisarios. Fuente: Grupo de Simulaciény Con-
trol. Universidad de Vigo.

DESERTIFICACION

La desertificacion es un proceso de degradacion gradual
de latierra por el efecto de las actividades humanas y de
las variaciones climaticas, tales como sequias prolonga-
das e inundaciones, que conduce a la pérdida de produc-
tividad del suelo y a la reduccidn de la cubierta vegetal.

203



204

UNIDAD DIDACTICA. MATEMATICAS DEL PLANETA TIERRA

Espafia es el pals de la Unidn Europea con mayor (ndice
de desertificacion. Desde el punto de vista matematico,
este proceso puede entenderse como la propagacion
de un frente que separa la zona desierta de la zona con
vegetacidn. Los modelos matematicos permiten incor-
porar los distintos efectos que afectan a la evolucidn
de dicho frente, incluidos los antropogénicos. Este es
uno de los temas que se aborda en el proyecto europeo
FIRST (Fronts and Interfaces in Science and Technolo-
gy), liderado por el profesor Jesus lldefonso Diaz de la
Universidad Complutense de Madrid, que cuenta entre
sus miembros con el especialista en el tema Ehud Me-
ron, de la Universidad Ben Gurion del Negev (Israel).

LOGISTICA HUMANITARIA

Un equipo de investigadores del area de Investigacion
Operativa de la Universidad Complutense de Madrid,
dirigido por Begofia Vitoriano, trabaja en el desarrollo
de técnicas matematicas de utilidad para la toma de de-
cisiones en la distribucion de ayuda humanitaria, sobre
el terreno tras un desastre, natural o provocado por el
hombre. En el caso de la humanitaria, es ne-
cesario atender a multiples factores para optimizar la
respuesta, por lo que se trata de un modelo de decision
multicriterio, que ha sido validado en algunas interven-
cionesreales.

PROYECTO: SIMULACION
DE INCENDIOS FORESTALES

Proponemos, para finalizar, un proyecto de iniciacion al
modelado matematico, destinado a alumnos de secun-
daria con conocimientos de programacion. Los conoci-
mientos matematicos necesarios son basicos.

El objetivo del proyecto es el desarrollo e implemen-

tacion de un modelo basico de tipo
para la simulacion de incendios. Vamos a representar

un bosque, de forma muy esquematica, como un cua-
drado de lado L. Dividimos el cuadrado en L x L parcelas
cuadradas de lado 1. Cada parcela tiene tres posibles
estados que representaremos con 0,1y 2. El estado es
2 cuando la parcela tiene arboles que estan ardiendo, 1
cuando tiene arboles que no estan ardiendo y 0 cuando
no hay arboles. En el instante inicial de la simulacién se
ponen todas las parcelas que estan en los bordes del
cuadrado en estado O (estas parcelas representan el
borde del bosque). Las que estan en el interior, se po-
nen en estado 1 (con probabilidad p) o 0 con probabili-
dad1-p.Parasimular el foco del incendio, se elige al azar
unaparcelaconarbolesy se pasasuestadodela2.Tras
este proceso inicial de definicidén del bosque y de inicio
del incendio, se hacen M iteraciones en tiempo del mo-
delo, teniendo en cuenta las siguientes reglas:

* Una parcela que estaba en la iteracién anterior en
estado 2 pasa a estar en estado 0 (el fuego ha con-
sumido los arboles).

* Una parcela que estaba en la iteracion anterior en
estado1pasaaestar en estado 2 siuna parcela con
la que comparta un lado estaba en estado 2 (el fue-
go se propaga entre arboles vecinos).

* Una parcela del interior del bosque que estaba en
estado O pasa a estar en estado 1 con una probabi-
lidad g. Esta probabilidad indica la capacidad de re-
generacion del bosque (q = 0 implicaria que no hay
regeneracion durante el incendio).

Se propone desarrollar un programa que calcule la evo-
lucion de los estados de las parcelas y que, en cada ite-
racion, dibuje el bosque con un codigo de colores: por
ejemplo, se pueden dibujar en negro las parcelas que
estan en estado O, en verde las que estan en estado 1y
enrojo sisuestado es 2. Una vez confeccionado y depu-
rado el programa, se puede probar con distintos valores
de las probabilidades p y g para estudiar cémo afectan
sus variaciones a la simulacion. En la figura 9 se presen-
tala simulacién de unincendio obtenida con este mode-
lo con los valores L =50, p=075y g=0'01.

Este modelo puede hacerse mas complejo modificando
las reglas: se pueden considerar también como vecinas
a efectos de propagacion de incendios las parcelas
con un vértice comun y/o incluir los efectos del viento
haciendo que la propagacion sea mas probable en la



Figura 9. Varios instantes de la simulacién conp =0°75yq =0°01.
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direccidn del mismo: ver An Introduction to Computer
Simulation Methods. Applications to Physical Systems.

Agradecimientos: los autores del capitulo agradecen
la colaboracién de L. Alvarez (Universidad de Vigo), J.I.
Diaz (Universidad Complutense), L. Ferragut (Universi-
dad de Salamanca), M. Gonzalez (AZTI-Tecnalia).

CURIOSIDADES

Segun se cita en el libro El planeta Tierra, fue el cienti-
fico Joseph Fourier el primero en llamar la atencién en
1824 sobre el posible papel de los factores antropoge-
nicos en el planeta:

“El establecimiento y el progreso de las sociedades
humanas, la accidén de las fuerzas naturales, pueden
cambiar notablemente y dentro de grandes regiones, el
estado de la superficie del suelo, la distribucion de las
aguas y los grandes movimientos del aire. Dichos efec-
tos son capaces de hacer variar el grado de calor medio
alolargo de varios siglos.. "

Si buscamos la palabra catdstrofe en el diccionario de
la RAE, encontraremos como primera acepcion “suceso
infausto que altera gravemente el orden regular de las
cosas” Curiosamente, la quinta acepcion del término nos
derivaasurelacion con la fisicay la matematica: “cambio
brusco de estado de un sistema dinamico, provocado por
una minima alteracion de uno de sus parametros”.

“Elaleteo de las alas de una mariposa hoy en Japon, pue-
de provocar mafiana un huracan en Nueva York” Hacia
1960, el matematico y meteorologo Edward Lorenz,
tratando de encontrar un modelo matematico sencillo
para comprender el comportamiento de la atmdsfera,
llegd a un sistema de con
la siguiente particularidad: pequefias diferencias en
los datos de partida llevaban a grandes diferencias en los
resultados, en tiempos suficientemente grandes. Lo-
renz llegd a la conclusidn de que esta peculiaridad de
sus ecuaciones reflejaba un comportamiento que se da
en el sistema meteorologico real que estas simulaban.
En consecuencia, por sofisticado que sea un modelo
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Segun la Oficina Espafiola de Cambio Clima-
tico, se conoce como cambio climatico “a la va-
riacion global del clima de la Tierra. Es debido a
causas naturales y también a la accién del hom-
bre y se produce a muy diversas escalas de tiem-
poy sobre todos los parametros climaticos: tem-
peratura, precipitaciones, nubosidad, etcétera.
El término "efecto de invernadero” se refiere a
la retencion del calor del Sol en la atmdsfera
de la Tierra por parte de una capa de gases. Sin
elloslavida tal comola conocemosno seria posi-
ble, yaqueel planeta seriademasiadofrio. Entre
estos gases se encuentran el didxido de carbono,
el 6xido nitroso y el metano, que son liberados
por la industria, la agricultura y la combustion
de combustibles fésiles. El mundo industrializa-
do ha conseguido que la concentracion de estos
gases haya aumentado un 30% desde el siglo pa-
sado, cuando, sin la actuacion humana, la natu-
raleza se encargaba de equilibrar las emisiones”.

Anade esta fuente que “en la actualidad existe
un consenso cientifico, casi generalizado, en
torno a la idea de que nuestro modo de produc-
cién y consumo energético esta generando una
alteracidn climatica global, que provocara, a su
vez, serios impactos tanto sobre la tierra como
sobre los sistemas socioecondmicos”.

Y finalmente destaca la importancia del mo-
delado matematico: “la modelizacidn es uno de
los instrumentos a nuestro alcance que propor-
ciona la integracion, en el mayor grado posible,
de los conocimientos sobre el sistema climatico
y que tiene como objetivo la obtencién de si-
mulaciones de los comportamientos del clima
cuando el sistema, en su conjunto o enalgunade
sus partes, se ve sometido a variaciones de los
forzamientos que lo condicionan. El uso de mo-
delos climaticos, unido al estudio de procesos
fisicos, permite establecer una teoria del clima

y del cambio climatico. Ambos son la herramien-
ta esencial para predecir cdmo puede ser el cli-
ma del futuro segun las distintas hipodtesis de
emision de gases de efecto invernadero, y para
justificar y explicar la variabilidad, de periodos
mayores del decenio, observada en el pasado y
en el presente”.

En muchos libros es posible encontrar proble-
mas de matematicas basados en situaciones
reales que se pueden resolver en su totalidad o
parcialmente con los conocimientos de secun-
daria en esta materia. Por ejemplo, en el libro
Conexiones matematicas: Motivacién del alum-
nado y competencia matematica, podemos en-
contrar propuestas una serie de tareas relacio-
nadas con problemas surgidos en el desastre del
Prestige. Estas tareas abarcan desde cuestiones
sobre interpretacién de datos hasta tareas de
prevision.

En la web http://naukas.com podemos encon-
trar un abundante material ameno y de interés
sobre todo tipo de ciencias. En el articulo "Anal-
fabetismo numeérico, versién Groenlandia",
por ejemplo, se nos propone una sencilla tarea
matematica relacionada con una noticia sobre
el deshielo aparecida en los medios. La noticia
en cuestion era la distribucion por parte de la
NASA de unas imagenes basadas en datos de
satélite segtin las cuales el 97% del hielo super-
ficial de Groenlandia se habia derretido. Algu-
nos medios olvidaron el adjetivo superficial a la
hora de difundir la noticia. El autor del articulo
propone, en un tono desenfadado, calcular de
qué volumen de hielo se estaria hablando en ese
caso, y cuanto habria subido entonces el nivel
del mar, para convencer al lector, con los resul-
tados obtenidos tras unos simples cdlculos, de lo
absurdo de la noticia aparecida en algunos me-
dios de comunicacion.



Dos grandes matematicos

Jean Baptiste Joseph
Fourier

(1768-1830) fue un
matemadtico y fisico
francés. Tuvo un papel
activo en la Revolucion
Francesa y fue encarce-
lado durante el Terror.
En 1795 fue nombrado
profesor en la Ecole Nor-
male Supérieure y pos-
teriormente fue el sucesor de Joseph-Louis
Lagrange enla Ecole Polytechnique. Fourier
participo en la expedicion a Egipto de Napo-
leén en 1798 y fue nombrado gobernador del
Bajo Egipto. Sus principales contribuciones a
las matematicas son el desarrollo de las se-
ries que llevan sunombre y su aplicacion a la
resolucion de la ecuacion del calor y la ecua-
ciéon de ondas. Fue también el descubridor
del efecto invernadero.

Fuente:  httpy//commons.wiki-
media.org/wiki/File:Joseph_
Fourierjpgfuselang=es.

Adhémar Jean Claude
Barré de Saint-Venant

(1797-1886), fue un fisi-
coymatematico francés
que contribuyd al de-
sarrollo de la mecénica
de medios continuos y
dedujo las ecuaciones
Fete vin/iorurente: de aguas someras en una
=Saint-Venant. dimensién espacial. En

1843 publico la deduc-
cidén correcta de las ecuaciones de Navier-S-
tokes para fluidos viscosos.
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matematico para la prediccion meteoroldgica, en la me-
dida que sea fiel al sistema que simula, debe incorpo-
rar este tipo de comportamientos: cualquier pequefia
perturbacidn, o error en las condiciones iniciales puede
tener una gran influencia sobre el resultado final. Esto
hace que sea muy dificil realizar predicciones climato-
légicas precisas a largo plazo. Desde entonces se deno-
mina a la amplificacién de pequefias
perturbaciones que aparecen en el comportamiento
de los .La estudia el
comportamiento de este tipo de sistemas, que apare-
cen en muchos fenémenos naturales.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA

LIBROS

Gonzalez Vida, J. M.y Parés, C. (2009): "NUimeros y rea-
lidad: utilizando las matematicas para modelar nuestro
entorno”. Revista Uciencia, n° 1, pp. 29-31. Malaga: Uni-
versidad de Malaga.

Articulo divulgativo en el que los autores ilustran la uti-
lidad de las matematicas en la resolucion de problemas
practicos, con ejemplos como el proceso de simulacién
de lariada tdxica de Aznalcollar, descrito con un lengua-
je asequible para un publico general. La revista UCien-
cia esta disponible en http://www.uma.es/uciencia/
cms/menu/revista/.

Gould, H., Tobochnik, J., y Christian, W. (2007): An intro-
duction to computer simulation methods: applications
to physical systems. San Francisco: Addison-Wesley.

Este libro ofrece una introduccion a la fisica compu-
tacional, ligando de forma clara y asequible distintos
aspectos de la fisica y de la programacion. Algunos de
los modelos que se presentan se basan en herramien-
tas matematicas sencillas que pueden ser comprendi-
das por alumnos de secundaria. En particular, el modelo
de automatas celulares para la simulacion de incendios
propuesto como proyecto es una adaptacion de un mo-
delo presentado en el libro, en el que se proponen ade-
mas distintas extensiones.
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Lions, J. L. (1990): El planeta Tierra: el papel de las ma-
temdticas y de los superordenadores. Madrid: Espasa-
Calpe, ser. Instituto de Espafia, n° 8.

J. L. Lions (1928-2001), es considerado por muchos el
fundador de la matematica aplicada francesa moderna.
Fundé ademas una extensa escuela con representacion
en muchos paises, incluyendo Espafia, caracterizada
por una investigacion matematica de fuerte vocacién
aplicada y enraizada en el rigor del analisis matemati-
co y numérico. Entre otros cargos, fue presidente de la
Union Matematica Internacional y, a iniciativa suya, el
afio 2000 fue proclamado Afio Internacional de las Ma-
tematicas. Fue presidente del CNES (el Centro Nacional
de Estudios Espaciales francés) y del Consejo Cientifi-
co de la Agencia Meteoroldgica francesa. En esta obra
ofrece una exposicidn didacticay detallada del papel de
las matematicas y la computacidn en el estudio del pla-
neta Tierra, haciendo especial hincapié en el papel de la
trilogla universal (modelizacién, andlisis y control) en el
estudio del clima.

Ortega, T.(2005): Conexiones matemdticas: motivacién
del alumnado y competencia matemdtica. Barcelona:
Graa.

Este libro propone diversos problemas reales que se
pueden resolver total o parcialmente con los conoci-
mientos matematicos de un alumno de secundaria, al-
gunos de ellos relacionados con catastrofes como la del
Prestige.

MATERIALES AUXILIARES

PAGINAS WEB

http://naukas.com. Portal de ciencia, escepticismoy hu-
mor que incluye apartados sobre matematicas y sobre
medio ambiente y da acceso a multitud de recursos.

http://incendioforestal.org. Portal colaborativo sobre
incendios forestales.

http://www.youtube.com/grupoedanya. Pagina que re-
coge simulaciones de inundaciones, roturas de presay
otros fenémenos.

http://www.magrama.gob.es/es/cambio-climatico/.
Pagina oficial de la Oficina Espafiola de Cambio Clima-
tico.

PELICULAS

El coloso en llamas (John Guillermin, 1974). Pelicula
protagonizada por Steve McQueen y Paul Newman.
En San Francisco, para inaugurar la construccién del
rascacielos mas alto del mundo, se organiza una fiesta
con numerosos invitados en la sala de baile, situada
en la planta mas alta. De repente, un fallo en la insta-
lacion eléctrica provoca un incendio. Los asistentes
tienen pocas probabilidades de sobrevivir: al estar
a una altura tan elevada, a los bomberos les resulta
casi imposible controlar el infierno. La solucidn viene
del trabajo conjunto del arquitecto (Paul Newman)y del
jefe de bomberos (Steve McQueen).

Erin Brockovich (Steven Soderbergh, 2000). Pelicula es-
tadounidense protagonizada por Julia Roberts, basada
enuna historiareal. Erin Brockovich es una madre divor-
ciada sin trabajo que, como contrapartida tras la pérdi-
da de unjuicio, se instala en el despacho de su abogado.
Decide investigar un caso que le llama la atencion, des-
cubriendo la relacion directa entre las enfermedades
del cliente —y también la de la familia de este—, con
la contaminacion del agua producida por las perforacio-
nes de una compafita de gas y electricidad.

Cuando el viento sopla (Jimmy T. Murakami, 1986). Pe-
licula de animacidn originalmente estrenada en Gran
Bretafia en octubre de 1986, basada en la novela grafica
homdnima de Raymond Briggs. Describe un ataque nu-
clear al Reino Unido orquestado por la Unidn Soviética
desde la perspectiva de un matrimonio jubilado, Jim y
Hilda Bloggs. Seguin va progresando la pelicula, comien-



zan a sufrir los efectos de laradiacion y su situacion lle-
ga a ser desesperada.

Naves misteriosas (Silent running) (Douglas Trumbull,
1972). La pelicula transcurre en el siglo XXI, en tres
naves espaciales que preservan la vida vegetal que ha
desaparecido de la faz de la Tierra. El botanico Free-
man Lowell (Bruce Dern) se responsabiliza del cuidado
y mantenimiento de una de ellas, el Valley Forge, hasta
gue recibe una inesperada orden de destruir todas las
especies y regresar a La Tierra. Ante esta situacion,
Lowell secuestra el Valley Forge y huye con la nave para
defender los ultimos recursos naturales.
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DOCUMENTALES

Six degrees could change the world (Ron Bowman,
2008). Documental de National Geographic sobre el
cambio climatico. Disponible en http://natgeotv.com/
ca/six_degrees/about.

The war game (Peter Watkins, 1965). Escrito, dirigido y
producido por Peter Watkins para la BBC. Documental
sobre los efectos de una posible guerra nuclear entre
Rusia, Estados Unidos y sus aliados. En particular, el
documental muestra los efectos que tendria un ataque
nuclear en Inglaterra. Fue censurada hasta 1985.
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El capitulo presenta las nociones basicas de la moder-
na teoria de grafos, algunas de sus peculiaridades y una
diversidad de aplicaciones, basadas principalmente en
la expansion de redes informaticas y otras, producidas
por el desarrollo de las nuevas tecnologias de la infor-
maciony de la comunicacion.

Adiferenciade capitulos anteriores, este capitulo no se
centra en fenémenos naturales o sociales que puedan
ser entendidos, explicados y modificados a partir de
modelos matematicos. En este caso son las nociones
matematicas las que han contribuido al desarrollo sin-
gular de determinadas disciplinas que, a su vez, plan-
tean la necesidad de nuevos conceptos y desarrollo
teoricos.

La teoria de grafos es un ejemplo potente y brillante de
la interaccion entre técnica y matematicas: supone una
de las herramientas mas importantes de lo que podria
considerarse la ingenieria matematica. Segun los au-
tores la ciencia busca comprender la relacién entre los
distintos fendomenos de la naturaleza, y ademas la ma-
yor{a de los fendmenos observables pueden describir-
se en términos de objetos y de sus interacciones y por
tanto, las redes son un pilar fundamental de la ciencia,
ya que describen dichas situaciones.

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

Elrecorrido por la teoria de grafos que se hace en el ca-
pitulo es muy completo, desde sus origenes en el pro-
blema de los puentes de Kdningsberg hasta la discusion
delosmodernos grafos aleatorios y de sus aplicaciones.

Se presentan, ejemplifican y amplian conceptos basi-
cos como los de vértices y aristas, el orden de un vérti-
ce, los caminos, los ciclos hamiltonianos, la planaridad,
la completitud y otros. También se trabaja con propie-
dades como la expresada en la férmula de Euler y en
el teorema de Kuratowski. Se muestran aplicaciones
como las relativas a los mapas, a la coloracién de mapas
y de grafos, a la telefon{a movil, y para concluir, los gra-
fos aleatorios y los modelos de pequefio mundo.

El capitulo propone una gran cantidad de ejemplos y
ejercicios que pueden utilizarse para el trabajo en el
aula de matematicas de bachillerato, los cuales, con
herramientas matematicas sencillas, permiten abordar
problemas de cierta complejidad e interés.

Este capitulo tiene mayor vinculacion curricular con los
objetivos, contenidos vy criterios de evaluacion de las
asignaturas de Matematicas |y Il, tanto en la modalidad
de Ciencias y Tecnologia como en la modalidad de Hu-
manidades y Ciencias Sociales, que la vinculacion que
mantiene con las asignaturas restantes.






INTRODUCCION

El objetivo de la ciencia es comprender la interaccion
existente entre los distintos fenomenos de la natu-
raleza, desde las particulas fundamentales hasta las
galaxias. De hecho, la mayoria de los fendmenos obser-
vables pueden describirse en términos de objetos y de
sus interacciones. Muchas veces, conocer la existencia
(o la inexistencia) de dicha interaccién da suficiente in-
formacion como para poder extraer conclusiones del
fendmeno. Esta informacion nos la dan las redes que
describen dichas situaciones.

Si miramos nuestro planeta, es un mundo entrelazado
por redes: las que forman las personas en la sociedad,
las neuronas, la world wide web, los transportes urba-
nos en una sociedad, las rutas de los aviones, etcétera.
En definitiva, una serie de elementos e interacciones
entre ellos.

Las matematicas pueden ayudar a entender mejor las
redes que aparecen en el mundo real, a traves del es-
tudio analitico de las propiedades de las redes y su na-
turaleza. En este capitulo se hablara del nacimiento de
esta disciplina, denominada ,y de algu-
nas de sus ideas fundamentales. Se mostrara también
su desarrollo y sus aplicaciones actuales mediante el
lenguaje de los grafos aleatorios y de las redes pequefio
mundo, un modelo de red que permite explicar con mu-
cha precision las relaciones sociales en una comunidad,
asicomo las redes neuronales.

El estudio de estos modelos matematicos no solo nos
ayuda a entender larealidad en la que vivimos, sino que
ademas brinda herramientas que permiten una opti-
mizacion de los recursos del planeta. Como veremos a
continuacion, estas ideas nos permitiran crear rutas de
transporte mas eficientes o mejorar el disefio de micro-
procesadores, entre muchas otras aplicaciones.

La capacidad de célculo de los ordenadores ha permi-
tido que la ciencia avance en las ultimas décadas a pa-
sos agigantados. Uno de los multiples ejemplos de este
nuevo paradigma es la potencia y velocidad del proce-
samiento de datos en el ambito de las mas diversas
disciplinas. Aun asi, la ciencia moderna estudia objetos
y sistemas con un gran numero de variables, y una enor-

me cantidad de interacciones entre ellas, lo que hace
impracticable manejar los datos que intervienen. Por
eso, para poder entender lo que realmente nos importa
del fendmeno es esencial simplificar la realidad. Asi es
como surgen los modelos, y ahi es donde un matemati-
co puede explotar su destreza: en la abstraccion. Pero,
como ocurre en la vida, simplificar no siempre es facil.

En esta unidad nos vamos a centrar en un tipo de mode-
los muy concretos: una serie de objetos que interacttan
entre side formaindividual. As(, conociendo de antema-
no todas las interacciones (que representaremos grafi-
camente en lo que llamaremos grafo) podremos dedu-
cir muchas propiedades sobre el sistema dependiendo
del problema que nos interese estudiar.

Por ejemplo, podemos considerar la red de metro de
una ciudad (las estaciones son los objetos vy las inte-
racciones se reducen a si pasa 0 no pasa un tren entre
dos estaciones), unamolécula (los atomosy las uniones
entre ellos) o redes sociales como Facebook (usuarios y
amistades entre ellos). En cualquier caso, el interés de
la modelizacion con grafos es dar respuesta a cuestio-
nes procedentes del mundo real a partir de estos mode-
los matematicos que vamos a introducir.

CONCEPTOS ELEMENTALES
SOBRE LOS GRAFOS

Las redes de interconexién que hemos mostrado en la
seccion anterior tienen muchas cosas en comun, asi que
desde un punto de vista matematico nos interesara defi-
nir un modelo preciso que condense lo realmente impor-
tante de estas estructuras: los objetos considerados y
como se conectan entre ellos.

Para empezar distinguiremos entre dos casos: cuando
dos objetos interacttan y cuando no hay interaccién en-
tre ellos. Aunque, como veremos mas adelante, depen-
diendo del problema que queramos resolver, no siempre
sera suficiente con esta informacion

Antes de nada, vamos a definir con precision qué enten-
demos por grafo. Un grafo es un conjunto de elemen-
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Lared de metro

Vértices = estaciones de metro.

Aristas = dos estaciones estan unidas si
entre ellas pasa un tren.

Larepresentacion del grafo seria
simplemente el plano de metro.
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Plano del Metro de Madrid. Autor: Montrealais. Fuente: http://es.wikipedia.org/
wiki/Archivo:Madrid-metro-map.png.

tos (que llamaremos vértices) y las interacciones entre
ellos (que denominaremos aristas).

Un grafo puede dibujarse en una hoja de papel, repre-
sentando los vértices por puntos y las aristas por lineas
que unan los vértices correspondientes. En la figura1los
dos grafos considerados son los mismos (pues tienen
los mismos vértices y las mismas incidencias entre ellos),
aunque se representen de modo distinto.

Figura 1. Un grafo, distintas representaciones. Autores: Juanjo Rué y Ana Zuma-
lacdrregui.

Unparametroimportante atenerencuentaeneste anali-
sisesla en un grafo. Fijados dos vértices, pode-
mos definir la distancia entre ellos como la longitud del
camino mas corto (el nimero de aristas) que une dichos
vértices, y diremos que el del grafo es el maxi-
mo de entre las distancias de los vértices. En el grafo de
un mapa de metro querriamos que la distancia entre dos
puntos no sea muy larga (podamos llegar de uno a otro lo
mas rapido posible), almenos para lamayoria de las esta-
ciones: en media la distancia entre estaciones tiene que
ser lo mas corta posible.

EL ORIGEN:
DE PASEO POR KONINGSBERG

En contra de lo que ocurre en muchas disciplinas cienti-
ficas, en las que su origen se pierde en los albores de la
civilizacion, la nocién de grafo tiene una fecha bien de-
finida, ya que surgio a raiz de un problema concreto: el
llamado problema de los puentes de Kénigsberg.



La ciudad de Konigsberg (actual Kaliningrado, en Rusia)
fue construida alrededor del rio Pregolya, que cruza la
ciudad y la divide en tres regiones distintas y una isla
interior. Las cuatro secciones de la ciudad estan unidas
mediante siete puentes (Puente del herrero, Puente
conector, Puente verde, Puente del mercado, Puente de
madera, Puente alto y Puente de la miel). Un mapa de la
ciudad se muestra en la figura 3.

Koyixcinnnoa
L=

Figura 2. Plano de la ciudad de Kéningsberg de 1652. Autor: Merian-Erben. Fuen-
te:  http;//commons.wikimedia.org/wiki/File:image-Koenigsberg, Map_by_Me-
rian-Erben_1652,jpg.
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Figura 3. Representacion grdfica de los puentes de Kénigsberg. Autor (izquier-
da): Bogdan. Fuente: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Konigsberg bri-
dges.png Autor (centro): Moriel. Fuente: http.//commons.wikimedia.org/wiki/Fi-
le:Puentes_Konigsberg.jpg Autores (derecha): Juanjo Rué y Ana Zumalacdrregui.

Construimos entonces el siguiente grafo: tomamos un
vértice por cada una de las islas de la ciudad (un total de
cuatro) y situamos una arista entre dos vértices si hay
un puente entre las correspondientes islas (hasta siete
aristas correspondientes a los siete puentes).

Elpaseo por Kéningsberg ahora se traduce en un camino
por el grafo anterior, al que tenemos que pedir:

3.4 MATEMATICAS Y REDES

El histdrico problema consistia en responder
la siguiente pregunta:;es posible pasear por
la ciudad cruzando una unica vez cada puen-
teyterminando enlamismasecciéndelaque
se partid?

De manera experimental, basta con com-
probar todos los posibles paseos para darse
cuenta de que uno no puede terminar donde
empez0 si ha pasado una unica vez por cada
puente. Sin embargo, fue el matematico
Leonhard Euler quien, empleando por prime-
ra vez laidea de grafo, dio una explicacion de
por queé no existe un paseo por Koningsberg
con estas caracteristicas.

Para tratar este problema la unica informa-
cidnquenosinteresaesquéareasdelaciudad
estan conectadas y a través de qué puentes.
No nos importa la forma que tenga cada una
de las regiones en que el rio Pregolya divida
la ciudad, ni su tamano, ni las caracteristicas
de los puentes.

—_

.Que sea un paseo cerrado: empieza y termina en el mis-
mo vértice.

2.Que pase por todas las aristas.
3.Que sélo pase por cada arista una Unica vez.

Los caminos que cumplen estas propiedades se conocen
como .enhonor aLeonhard Euler.

En este caso hemos permitido que entre dos vértices
pueda haber mas de una arista, porque para nosotros no
solo es importante saber que dos islas estan conectadas
sino de cuantas maneras estan conectadas. A este tipo
de objeto se le conoce como multigrafos. ;Qué caracte-
risticas ha de tener un multigrafo para que exista un ca-
mino euleriano?

Euler ya se dio cuenta de un hecho muy sencillo: es esen-
cial que elniimero de aristas que llega a un vértice (el
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Retrato de Euler. Autor: Jakob Emanuel
Handmann. Fuente: commons.wikime-
dia.org/wiki/File:Leonhard Euler 2jpg

Leonhard Euler

(1707-1783). Se tra-
tade uno de los mas
grandes matema-
ticos de todos los
tiempos, y de hecho
fue el mas prolifico.
Nacido en Basilea
(Suiza), vivié la ma-
yor parte de su vida
en Rusia y Alema-
nia, donde realizd
importantes descu-
brimientos en dreas

tan diversas como el calculo, la teoria de nu-
meros o la teoria de grafos. Introdujo gran
parte de la terminologia y notacién moder-
na; a €l debemos la nocion actual de funcién
matematica y la notacidn f(x).

EJERCICIO

Encuentra un ciclo Euleriano en el grafo indicado. El
teorema de Euler nos dice que tal ciclo existe. Auto-
res: Juanjo Rué y Ana Zumalacarregui.

de ese vértice) sea par o impar. De hecho, siuno de los
vértices del tiene grado impar, entonces no puede
existir un camino de este tipo. Imaginemos, como ejem-
plo, que en algun momento de nuestro paseo llegamos
a un veértice de grado 3, entonces ya habremos gastado
una arista y tendremos que utilizar otra arista distinta
para salir del vértice: la Unica manera de que gastemos la
tercera arista es que terminemos el paseo en ese punto,
pero entonces no es un camino cerrado, es decir, no se
cumple la condicién 1.

Euler demostrd que esta condicion, ademas de ser nece-
saria, también era suficiente: todo grafo con vértices de
orden par tiene un

CAMINOS HAMILTONIANOQS
Y OPTIMIZACION

Hasta ahora hemos buscado un camino que pasase por
todas las aristas sin repetir, pero no nos importoé pasar
dos veces por un vértice. Sin embargo, como veremos a
continuacién, en muchas situaciones nos interesara sa-
ber si existe o no un camino que pase por todos los verti-

Figura 4. Un ciclo hamiltoniano en un dodecaedro . Autor: Christoph Sommer.
Fuente:  http://commons.wikimedia.org/w/index.php?title=File:Hamiltonian_
path.svg&page=1.



ces, pero no pase dos veces por ninguno. Siademas el ca-
mino termina en el mismo vertice que comenzd entonces
se conocen como (figura 4).

Pensemos por ejemplo en la agenda de una empresa de
distribucion de paquetes a toda la provincia. Al transpor-
tista le interesara optimizar su tiempo visitando cada
una de las ciudades en la ruta una Unica vez. Teniendo
en cuenta la red de carreteras de la region (es decir, el
grafo cuyos vértices son las villas de la provincia y las
aristas las distintas carreteras), queremos recorrer el
grafo pasando una vez (y solo una vez) por cada ciudad
y volviendo al punto de origen. Es decir, buscar un ciclo
hamiltoniano en el grafo de carreteras. Mas adelante
veremos que este modelo puede hacerse ain mas com-
plejo incluyendo pesos a las aristas para afiadir infor-
macion relativa a la distancia de separacién entre dos
ciudades.

En los afios cincuenta del siglo pasasdo los mate-
maticos Gabriel A. Dirac y @ystein Ore probaron que
cualquier grafo con suficientes aristas contenia un ciclo
hamiltoniano. En particular, si la suma de los grados de
cualesquiera dos vértices que no son adyacentes es
mayor que el numero total de vértices entonces este
contiene un ciclo hamiltoniano. Es dificil, sin embargo,
dar una descripcion mas general de qué grafos poseen
ciclos de este tipo.

De hecho, aunque sepamos que un grafo ha de contener
un ciclo hamiltoniano, en las aplicaciones practicas lo que
verdaderamente nos interesa es como construir uno, lo
que es computacionalmente complejo.

PLANARIDAD

Veamos ahora cuestiones relacionadas con grafos que
aparecen en la vida real. Nos van a interesar los grafos
cuyas aristas no se cortan: los

Consideremos un conjunto de ciudades (que haran el pa-
pel de nuestros vértices) y la red de carreteras que las
unen. Cada corte de un par de aristas -cruce de carre-
teras- hace necesario construir una infraestructura adi-
cional, como un puente o una glorieta. As{, para disefiar

3.4 MATEMATICAS Y REDES

Figura 5. Circuito impreso sin cortes (arriba) y un nudo de carreteras en Chica-
go, Eestados Unidos (abajo). Obsérvese la necesidad de construir puentes en
la segunda estructura.

Autor (arriba): Abraham Del Pozo. Fuente: http://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Circuito_Impreso.jpg. Autor(abajo): Sheilaellen. Fuente: http://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Road junction_chicago.jpg?uselang=es.

una red de este tipo seria util hallar una representacion
grafica con el minimo numero de cortes entre infraes-
tructuras.

Otro ejemplo, de gran importancia por su aplicacion in-
dustrial, es el del disefio de circuitos impresos: dos co-
nexiones enunsistema eléctrico no pueden cortarse, ya
que de ser asi se produciri{a un cortocircuitoy el circuito
no podria funcionar. Por otro lado, el uso de capas adi-
cionales en la produccion de circuitos impresos provo-
caelaumento del precio de este. Cuantos menos cortes
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sean necesarios en la implementacion de este sistema,
mas barata sera la produccion en cadena de estos dis-
positivos.

Con esta problematica en mente, volvamos al mundo
abstracto de los grafos. Hasta el momento no nos hemos
preocupado de como representamos los grafos sobre el
papel, puesto que nos hemos interesado Unicamente por
su estructura. Hemos establecido que los grafos los di-
bujamos mediante puntos (los asociados a los vértices) y
curvas que los unen (las correspondientes aristas), pero
no hemos impuesto en ningin momento que las aristas
puedan o no cortarse. Ahora vamos a poner un poco mas
de énfasis en este aspecto. Como vamos a mostrar, se
trata de una condicion intrinseca del grafo, no solo de
cémo dibujemos.

Esta condicién (la representacion sin cortes) olvidada
hasta este momento, es muy importante en las aplicacio-
nes practicas, como ya hemos visto.

Demos una definicion mas precisa de la planaridad:

Se dice que un grafo es plano si admite una represen-
tacion grafica sin cortes de aristas. Un grafo plano, ya
dibujado, se denominara mapa (¢ qué es un mapa geogra-
fico sino un grafo dibujado?).

Existen muchos grafos que son planos (es decir, que ad-
miten un dibujo sin cortes), pero la mayor{a de ellos no
lo son. Se puede observar que un grafo no es plano si no
existe manera de representarlo en el plano sin cortes.

Sin embargo, no es tan sencillo distinguir que efectiva-
mente, el grafo no se puede representar sin cortes, o que
no sepamos dibujarlo sin cortes, lo que no significa que no
sea plano, jsino que Unicamente no sabemos hacerlo! Por
tanto, ;cdmo decidimos si un grafo dado es plano? El ar-
gumento debe ser de tipo intrinseco (debe depender del
propio grafo y no de nuestra pericia artistica).

Consideremos un caso concreto: por un lado tenemos el
grafo con5veérticesy contodas las aristas posibles, y por
otro el grafo con 6 vértices donde hacemos dos clases de
3y 3vertices y los unimos con todas las aristas posibles
(sin unir los vértices de cada clase). Estos grafos se de-
nominan con5aristas (que se denota por
KS) y grafo K, respectivamente. Una representacion
graficade éstos se daenlafigura 8. Estos personajes van
aser muy importantes en este contexto.

Figura 6. Representacién del grafo completo (izquierda) y del grafo bipartito
(derecha) con un corte. No existe ninguna representacién de estos dos grafos
sin la existencia de cortes. Autores: Juanjo Rué y Ana Zumalacdrregui.

En estos casos no existe una representacion de estos
grafos sin cortes. El lector puede convencerse de este
hecho intentando representar estos grafos sin cruces, y
comprobara aun intentandolo con mucho esfuerzo que
tal tarea es imposible. De hecho, estos dos grafos son
las piezas clave para entender qué sucede en el contexto
mas general posible: tal y como demostrd el matematico
Kazimierz Kuratowski (1896-1980) en sus trabajos pione-
ros de interaccion entre la topologia de superficies y la
teoria de grafos, la existencia de estas dos estructuras
enelinterior de un grafo determina su planaridad o por el
contrario su no planaridad.

Para entender el teorema que queremos enunciar, nece-
sitamos primero definir algunos conceptos.

« Un de un grafo dado es un grafo que se
obtiene a partir del inicial tomando un subconjunto
de vértices y el correspondiente conjunto de aristas
que hay entre ellos (aqui cabe decir que si dos vérti-
ces son del subgrafo y definen una arista en el grafo
inicial, el subgrafo correspondiente dicha arista pue-
de estar o no. Lo que no puede suceder es que en el
subgrafo se cree una arista cuando el grafo inicial no
habia).

* Una de un grafo consiste en subdividir
las aristas de este. Es decir, en dibujar vertices a lo
largo de las aristas.

Con estas definiciones ya podemos enunciar el teorema
fundamental para la caracterizacion de planaridad:



un grafo es plano siy solo sino
contiene una subdivisionnide K nide K, ..
¢Qué queremos decir con este teorema? Pues que sien
el interior del grafo considerado existe un subgrafo ob-
tenido a partir de K o de K, , subdividiendo sus aristas,
entonces el grafo no puede ser plano. Y en sentido con-
trario, sino existen tales subdivisiones, entonces el grafo
es plano. Enlafigura 7 se muestra unaungrafono plano, y
una subdivision de K, en su interior.

3.4 MATEMATICAS Y REDES

rencia de los grafos en general, que Unicamente tienen
vértices y aristas, los mapas estan equipados con una
nueva clase de objetos: al dibujar un grafo plano estamos
subdividiendo el plano en distintas regiones. Cada una de
estas regiones va a ser una cara del mapa.
Existe una relacion muy sencilla entre el nimero de vér-
tices, de aristas y de caras de un mapa: la denominada
, que dice lo siguiente: si v, ay ¢ son el
numero de vértices, aristas y caras del mapa considerado
entonces c+v = a+2. En esta cuenta entendemos que la
cara no acotada del mapa (lo que vendria a ser el océano
en un mapa geografico) es también una cara.
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Figura7.Un grafo no plano. Se indica la subdivisidn de con aristas negras. Auto-
res: Juanjo Rué y Ana Zumalacdrregui.

Por esta razdén uno de los métodos algoritmicos utiliza-
dos para evaluar la planaridad de grandes grafos es la
busqueda de subdivisiones de estas estructuras. En
la actualidad se conocen muchos resultados en esta di-
reccion que han dado lugar a un gran abanico de progra-
mas informaticos para el disefio de circuitos electroni-
cos, entre muchas otras aplicaciones.

COLORACION Y MAPAS

Ya que hemos presentado los grafos planos y de los ma-
pas, vamos a estudiar un poco mas su estructura. A dife-

.f'.-_ o e

Veértices v=14
Aristas a=18
c=0

[\
® \‘.-” Caras

o)
6 —

Figura 8. Ejemplo de la férmula de Euler c+v = a+2. Autores: Juanjo Rué y Ana
Zumalacdrregui.

Supongamos que deseamos colorear las caras de un

mapa plano, de tal modo que para colorear dos caras

adyacentes no utilicemos el mismo color -ya que no dis-

tinguiriamos las regiones-. El lector puede intentar colo-

rear por su cuenta el mapa que se encuentra en la figura

9. Aun asi, y para facilitarle el trabajo, ofrecemos una
Unicamente con 4 colores.

¢Qué paleta de colores necesitaremos si queremos co-
lorear de este modo todos los mapas? La respuesta es
sorprendente: jcon cuatro colores siempre puedo reali-
zar esta coloracion! Este profundo resultado es lo que se

conoce como
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Figura 9. Unmapa sin colorear y el mismo mapa coloreado. Autor: Stan Wagon.
Fuente: http://ztfnews.wordpress.com/2010/04/02/el-1-de-abril-dia-de-los-i-
nocentes/

Teorema de los cuatro colores: Las caras de un grafo pla-
no pueden colorearse con cuatro colores, de tal forma
que dos regiones incidentes llevan color distinto.

Esta afirmacion tan inocente ha llevado de cabeza a mu-
chos de los grandes matematicos de los ultimos 150 afios.
Inicialmente este problema fue formulado en el afio 1852
en relacion al problema de colorear el mapa de Inglate-
rra, y en 1879 se demostrd que cualquier mapa se puede
colorear con cinco colores. Grandes matematicos como
Augustus de Morgan y Arthur Cayley intentaron atacar el
problema sin éxito. De hecho, no fue hasta los afios seten-
ta del siglo pasado cuando Kenneth Appel y Wolfgang Ha-
ken hallaron la solucion. La gran novedad en dicha prueba
fue sunecesidad del uso de computadores con el proposi-
to de comprobar que un conjunto de patrones (jmuy gran-
de!) podia colorearse con cuatro colores. En este sentido,
lademostracion del teorema de los cuatro colores ha sido la
primera demostracion de la historia asistida por computa-
dor. En este punto es importante decir que el uso del orde-
nador ha sido con el fin de realizar un chequeo exhaustivo
de un nimero finito de patrones. Dicho de otro modo, la
potencia de calculo de la computadora se usa Unica y ex-
clusivamente en el testeo de la coloracidn en un conjunto
finito de mapas. Es decir, la gran aportacion de Appely Ha-
ken fue la reduccidn de un problema con infinitos mapas a
uno donde Unicamente se debia mirar la coloracién en un
numero finito! Afios mas tarde, en 1996, Neil Robertson,
Daniel Sanders, Paul Seymour y Robin Thomas redujeron
el nimero de patrones a evaluar. A pesar de ello, el uso del
ordenador fue también fundamental y a dia de hoy no se
conocen demostraciones manuales de este resultado.

Mas alla de este problema de gran interés tedrico y carto-
grafico, la coloracion de mapas tiene gran importancia en
diversas areas de optimizacion. El problema de colorear
mapas es equivalente al de colorear vértices de un grafo,
con la condicién de que dos vértices que compartan una
arista no puedan ser coloreados con el mismo color. En
esta direccion, conocer el nimero de colores minimos ne-
cesarios (denominado del grafo) para
realizar tal menester puede ser utilizado con gran astucia
en las aplicaciones, como en el empaquetamiento de ob-
jetos. Imaginemos que tenemos un recinto donde debe-
mos colocar bidones de ciertas sustancias quimicas que
no pueden entrar en contacto. ;Qué obstrucciones sobre
el nimero de productos distintos podremos almacenar?
Ademads de esta, existen aplicaciones muy interesantes en
lo que se conoce como pattern matching.

La nocidn de coloracion de grafos puede aplicarse en
otra direccion: en lugar de considerar coloraciones de
vértices, podriamos estar interesados en colorear aris-
tas, de tal modo que todas las aristas incidentes en un
mismo vértice sean de distinto color, ver figura10.

Uno de los usos mas inmediatos del estudio del nimero
de colores minimos necesarios para realizar tal colora-
cion es la optimizacion de jornadas en torneos. Imagine-

Figura10. Una coloracion por aristas de un grafo. Obsérvese que los colores de
las aristas incidentes con un vértice dado son todos distintos. Autores: Juanjo
Rué y Ana Zumalacdrregui.



mos que los veértices de nuestro grafo son concursantes
de un determinado evento, donde deben competir con
los concursantes a los que se unen mediante una arista.
¢Cual es el nimero de jornadas minimas que se necesitan
paracompletar eltorneo, teniendo en cuenta que en cada
jornada pueden competir diversos concursantes, sin que
un concursante participe dos o mas veces el mismo dia?
En este caso, el nimero de colores minimos nos da lares-
puesta, ya que cada color nos indica unajornada distinta.

Aplicaciones similares de las coloraciones en aristas
aparecen en distintos contextos tales como la asigna-
cion de frecuencias enredes de telefon{a mavil.

MAS ALLA DE LOS VERTICES
Y LAS ARISTAS

Hasta el momento hemos estado estudiando los grafos
Unicamente en términos de sus vértices y sus aristas.
Pero, tal y como ya hemos mostrado en la solucion de
Euler de los puentes de Konigsberg, la nocion de tener
puntosy lineas que los unen puede complicarse en distin-
tas direcciones. En su problema, Euler considero aristas
multiples entre los vertices con el proposito de modelar
varios puentes que unian las mismas islas.

Pasamos a hablar de .Aligual que enlos gra-
fos, tenemos un conjunto de aristas que une los vértices
pero, en este caso, puede existir mas de una arista unien-
do la misma pareja de vértices. Como hemos mostrado,
esta generalizacion resulta util cuando estamos estu-
diando recorridos en los que existen varias trayectorias
entre dos puntos.

También puede ser Util usar un modelo un poco mas com-
pleto, afiadiendo informacion sobre las aristas. Suponga-
mos que queremos modelar el flujo de agua (en unidades
de volumen por hora) entre distintas terminales de un
sistema hidraulico. El agua fluye en un determinado sen-
tidoyy, por tanto, las aristas deben considerarse dirigidas
segun el sentido del flujo. En este caso, estamos ante un

; esto es, un grafo (o multigra-
fo) en el que distinguimos un sentido para cada una de
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las aristas. Dirigir las aristas puede ser también util en
cuanto a la creacion de diagramas de jerarquias entre los
vértices del grafo.

Finalmente, los grafos pueden incluir otro tipo de infor-
macion. Por ejemplo, a la hora de modelar una red de
carreteras con grafos .podria ser interesante codificar la
distancia existente entre ciudades, dando un peso a las
aristas del grafo. En general, un grafo con pesos se cons-
truye a partir de un grafo ordinario asignando valores
numeéricos a sus aristas. Con este nuevo modelo, la op-
timizacion no solo se basara en la busqueda de caminos
cortos entre vértices, sino también en la busqueda de
caminos cuyo peso total (es decir, la suma de los pesos
de las aristas) sea lo menor posible. En el contexto de los
mapas de carreteras esto se traduce en la busqueda de
trayectos de distancia minima.

Todas estas ideas pueden combinarse de multiples ma-
neras (e incluso hacerse mas complejo) para representar
un amplio abanico de modelos de la realidad. Serd traba-
jo del informatico, ingeniero, economista o matematico
definir con precision dicho modelo con el fin de que se
pueda aplicar sobre él todo lo que sabemos de estas es-
tructuras discretas.

MODELANDO EL AZAR:
GRAFOS ALEATORIOS

Ahora vamos a trabajar con un tipo de grafos muy pecu-
liares: los grafos aleatorios, que sirven, entre otras co-
sas, paramodelar la web.

Consideremos en un instante de tiempo determinado
la red de ordenadores global www (siglas en inglés de
World Wide Web). Dicha red se compone de todos los
ordenadores del mundo que se hallan conectados en un
preciso momento. La www tiene estructura de grafo (eso
si, jinmensol!), donde los vértices son todos los ordena-
dores y tenemos una arista si un par de ordenadores se
hallan conectados (figura 11).

Ahora bien, existe una dindmica que no hab{amos consi-
derado: los usuarios se conectan y se desconectan sin
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Figura 11. Mapa de Internet que muestra las conexiones de los mayores pro-
veedores de servicios de Internet (conocidos como ISP's por sus siglas en in-
glés), realizado con datos de 1999. Autor: The Opte Project. Fuente: https://
commons.wikimedia.org/wiki/File:Internet. map_1024 - transparent.png. Autor:
The Opte Project. Fuente: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Internet.
map_1024_-_transparent.png.

seguir ningun patron predecible. Es decir, las conexiones
en nuestro grafo van apareciendo (y desapareciendo) a
medida que avanza el tiempo.

En cierto modo, en la modelizacion de grandes estructu-
ras discretas mediante el lenguaje de los grafos aparece
una cierta incertidumbre en la estructura. O lo que es lo
mismo, que no podamos afirmar categoéricamente (como
pasaba antes) propiedades del grafo en cuestion. Pero al
menos nos interesara encontrar alguna propiedad en co-
mun que cumplan la mayoria de grafos.

La nocion de grafo aleatorio fue introducida por el ma-
tematico hingaro Paul Erdds (padre de la combinatoria
moderna)y se define de manera rigurosa como sigue.

Fijado un conjunto de vértices se construye un grafo
aleatorio simple del siguiente modo: dibujamos cada
posible arista del grafo (equivalente a una pareja de vér-
tices) con una cierta probabilidad p. Es decir, una cierta
arista va a estar en el grafo con probabilidad p y no va a

estar con probabilidad 1-p. El grafo resultante (del que no
conocemos su estructura) se denomina grafo aleatorio.

Sino sabemos nada de la estructura del grafo, ;qué po-
demos decir de él? Si consideramos a todos los posibles
grafos que podemos obtener de estamaneray los obser-
vamos en conjunto, entonces habra ciertas propiedades
que aparezcan en la mayoria de los grafos y otras que
solo queden como excepciones a unaregla general.

Por ejemplo, tomando aristas conp = 1, entonces lo que ob-
tiene es un grafo completo (dibujamos todos los vértices), y
sus propiedades son bien conocidas: todo vértice es adya-
cente alos otros. En el extremo opuesto, es decir, si fijamos
la probabilidad p = 0, obtendremos un grafo sin aristas y,
nuevamente la estructura es muy clara. Sin embargo, lo in-

Figura 12. Grafos aleatorios con distinta probabilidad de conexidn entre vérti-
ces. De izquierda aderechap = 0,3, p = 0,5 yp = 0,8. Autores: Juanjo Rué y Ana
Zumalacdrregui.

teresante sucede cuando vamos variando la probabilidad
entre estos dos extremos y analizamos los resultados.

Para empezar, por un lado el grado de los vértices es, en
general, reducida y, sin embargo, la distancia media del
grafo es pequefia. Estas propiedades son buenas ya que
con pocas aristas se logra conectar a muchos vértices
en pocos pasos, pero Como veremos a continuacion esta
construccion no es suficientemente buena para modelar
redes de gran tamafio que aparecen en la vida real (redes
sociales o incluso redes neuronales).

VOLVIENDO A LA REALIDAD: MAS
ALLA DE LOS GRAFOS ALEATORIOS

El modelo de grafo aleatorio que hemos introducido
en la seccion anterior es uno de los objetos de trabajo



fundamentales en el drea de la matematica discreta.
Desafortunadamente, para modelar ciertos fendmenos
necesitamos pulir este modelo, ya que en una amplia va-
riedad de sistemas de la vida real aparece un fenomeno
que no se refleja en el modelo aleatorio: cuando se es-
cogen dos veértices que estan unidos a un tercero, con
gran probabilidad estaran unidos entre si. Si una per-
sona piensa en su red de amigos, si dos de los amigos
conocen a un tercero es muy probable que también se
conozcan entre s{, porque en muchas ocasiones la amis-
tad es transitiva.

Sin embargo, esta propiedad no se cumple para la ma-
yor(a de los grafos aleatorios. Si construimos un grafo
regular, pensemos en vértices situados en un circulo y
aristas entre vértices que son vecinos (geograficamente
hablando). Estd claro que la propiedad de transitividad
se cumple; sin embargo, es facil encontrar vértices que
estan a una distancia muy grande.

Regular Smallwarkd
f
p=0 > p=1

Increasing randomness

Figura 13. A medio camino entre los grafos aleatorios y los totalmente orde-
nados se hallan los grafos pequefio mundo. Extraido del articulo original de
Watts y Strogatz. Autores: Duncan J. Wattsy Steven H. Strogatz. Fuente: Co-
llective dynamics of ‘small-world’ networks” Nature, 393 (6684): 440-442.
doi:10.1038/30918.
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Pensemos ahora en el cerebro humano. Una red neuro-
nal puede entenderse como una estructura en la que se
minimice el procesado de datos (posiblemente en para-
lelo) y se maximice la eficiencia. Estas dos propiedades
se pueden traducir, en el contexto de los grafos, en que se
minimice la distancia media entre vértices pero haya
transitividad entre neuronas; todo ello exigiendo que el
numero de aristas sea lo mas pequefio posible.

Amedio camino entre lo ordenado y lo aleatorio se halla
lo que se denominan grafos pequefio-mundo, en los que
la distancia media es pequefia (como en los grafos alea-
torios) y sin embargo encontramos transitividad entre
vertices (propia de los grafos regulares). Este concep-
to fue introducido en el afio 1998 por los investigado-
res Duncan Watts y Steven Strogatz en su articulo en
la revista Nature titulado Collective dynamics of
<small-world> networks.

En las Ultimas décadas se ha observado que la estructura
demuchas redes reales (redes sociales, trafico aéreo, re-
des neuronales) se pueden clasificar de manera efectiva
en funcién de los parametros introducidos por Watts y
Strogatz en su estudio: el

(clustering coefficient, entre 0 y 1) y la distancia media
entre vértices (mayor o iguala).

Ellos propusieron un modelo de redes pequefio mundo
cuyas caracteristicas mas sobresalientes son:

* Untrayecto minimo promedio entre vértices peque-
fios. Es decir, que dos vértices de lared se comunican
por un camino de vértices intermedios relativamen-
te pequefio (salvo tal vez un nimero pequefio de ex-
cepciones).

*  Un coeficiente de agrupamiento medio elevado. Si
dos vértices estan conectados a un tercero, entonces

Red Tipo Agrupamiento Distancia Media
Actores de cine Social 0.2 348
Internet Tecno-social 0.035 3.31
Paquetes de software Tecnologica 0.7 2.42
Redes metabdlicas Bioldgica 0.09 2.56
Interaccion proteica Bioldgica 0.072 6.8

Tabla 1. Datos sobre distintas redes del mundo real en el modelo de Watts y Strogatz.
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existe una gran probabilidad de estén conectados
entre si.

La primera propiedad dota a las redes de alta eficiencia
en la transmision de informacidn, mientras que la segun-
daindica la elevada transitividad de lared.

Lo que podria sorprender a mas de uno es que este mo-
delo de pequefio mundo no solamente da una primera
aproximacion al problema de las redes neuronales, sino
que modela con bastante fidelidad la estructurasocial de
distintas comunidades (reales o virtuales). Y no solo eso,
sino que permite entender y explicar como se relacionan
las personas. Mas concretamente, las redes pequefio
mundo permiten ratificar la maxima de que el mundo es
un pafiuelo.

La nocién de pequeiio mundo fue acunada
en los anos sesenta del siglo pasado por el
psicélogo Stanley Milgram (1933-1984),
que mediante un experimento conjeturo el
hoy ya célebre 6 grados de separacién entre
dos personas cualesquiera. El experimento
consistia en escoger de manera aleatoria a
dos personas de Omaha (Nebraska) y Boston
(Massachusetts) y entregarle a la primera
una carta que tenia que hacer llegar, envian-
dosela a algun conocido suyo, al segundo
individuo. Es cierto que muchas cartas no
llegaron, pero dentro de las que llegaron la
mayoria lo hicieron en menos de 6 pasos.

De hecho, gracias a las grandes bases de datos que se
tienen ahora mismo, existen formas mas sencillas de
realizar el experimento de Milgram. Si consideramos,
por ejemplo, la red de actores que aparecen en la base
de datos de Imdb (Internet movie data base) y unimos
dos actores siempre que hayan participado juntos en
una pelicula, entonces es muy facil calcular la distancia
entre dos actores cualesquiera. De hecho uno puede
hacerlo desde la pagina web: http://oracleofbacon.org/.

EJERCICIO

¢A que no eres capaz de encontrar a dos actores con
distancia 57

Probando unas cuantas veces observaras que es di-
ficil encontrar parejas a distancia 4.

P i’;ﬁf‘?;i ;ir#!m: .'E;;;i '-&f“ R
I c?n 81 3

Figura 14. Red de regulacién genética de la bacteria Mycobacterium tuberu-
losis. Autores: Joaquin Sanz et al. Fuente: "The Transcriptional Regulatory
Network of Mycobacterium tuberculosis" PLoS ONE 6(7): e22178. doi:10.1371/
journal.pone.0022178.

Se hanencontrado ejemplos de redes de pequefio mundo
ennumerosas redes de la naturaleza, desde la que define
las proteinas que interaccionan en el metabolismo de las
bacterias hasta las redes neuronales, asi como en redes
sociales.
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Bollobas, B. (2001): Random graphs (22 ed.). Cambridge:
Cambridge University Press, col. Cambridge Studies in
Advanced Mathematics, n°73.



Libro de referencia para entender la problematica en
el contexto de los grafos aleatorios. El investigador
Bella Bollobas ha sido una de las mas grandes figuras
matematicas en este campo de estudio.

Diestel, R. (2010): Graph theory (42 ed.). New York:
Springer-Verlag, col. Heidelberg Graduate Texts in
Mathematics, n°173.

Libro de referencia para iniciarse en la teor{a de grafos.
El texto estd dividido en distintos capitulos donde
se estudian diversos dominios de la teoria de grafos,
incluyendo la planaridad, la coloracion de grafos, la teoria
extremal de grafos y la teoria de menores. Los capitulos
estan estructurados de menos a mas: cada uno de ellos
comienza con los resultados basicos y termina con
problemas y conjeturas abiertos.

Strogatz, S. H.y Watts, D J. (1998): "Collective dynamics
of 'small-world' networks". Nature, vol. 393, n° 6684, pp.
440-442.

Articulo original donde se introduce por primera vez la
nocion dered de pequefio mundo. Es interesante paraver
la motivacion intrinseca en las hipdtesis de este articulo.

MATERIALES AUXILIARES

LIBROS
Gleick, J. (1987): Caos. La creacion de una ciencia.

Libro muy popular de James Gleick en el que, por primera
vez, se describieron los principios y el desarrollo de
la teoria del caos al publico general. Fue finalista del
National Book Award en 1987 y del Premio Pulitzer
en 1988. Describe el trabajo de los cientificos que
contribuyeron al desarrollo de la teorta.

Gibson, W. (1984): Neuromante. Barcelona: Minotauro.

Neuromante (originalmente en inglés, Neuromancer) es
una novela de ciencia ficcidn escrita por William Gibson y
publicadaen1984.Fue suprimeranovelayunadelaspocas
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en haber obtenido los tres premios mas importantes en la
literatura de ciencia ficcion: el Premio Nébula, el Premio
Hugo y el Premio Philip K. Dick. Neuromante es la novela
principal de la corriente denominada cyberpunk, y de ella
beben la mayor parte de trabajos que posteriormente se
han acogido a esta etiqueta.

PAGINAS WEB

http://sociedadinformacion.fundacion.telefonica.
com/DYC/SHI/seccion=1188&idioma=es_
ES&id=2009100116310050&activo=4.do?elem=5121.

http://www.madrimasd.org/blogs/universo/2008
/08/08/98350.

http://www.ibercivis.es/index.php?module=public
&section=channels&action=view&id channel=3&id_
subchannel=131.

http://moviegalaxies.com. En la pagina web moviega-
laxies.com se pueden buscar los grafos que dan las
relaciones sociales de los personajes de una pelicula.
Ademas, en cada grafo se puede ver cudl es la distancia
media o el coeficiente de agrupamiento, entre otras
cosas.

PELICULAS

El efecto mariposa (Eric Bress, 2004). Pelicula
escrita y dirigida por Eric Bress en colaboraciéon con
J. Mackye Gruber. Estrenada en 2004, la pelicula esta
protagonizada por Ashton Kutcher, en el papel principal,
y Amy Smart. Evan Treborn (Ashton Kutcher) sufre
pérdidas cortas en su nocion del tiempo desde que
era pequefio. Cuando recupera sus recuerdos decide
viajar a su pasado en su mente de adulto para arreglar
sus errores y mejorar el presente de todos. Pero el
efecto mariposa tiene consecuencias en su presente,
generalmente desafortunadas. La pelicula trata asi de
mostrar el efecto mariposa: cualquier pequefia variacion
puede acabar generando un efecto considerablemente
grande si se trata de un fendmeno cadtico.
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6 grados de separacion (Fred Schepisi, 1993). En este
film se refleja el fendomeno de los 6 grados de separacion
que conjeturo Stanley Milgram. Una situacion parecida
se da en Babel, pelicula de 2006, dirigida por el cineasta
mexicano Alejandro Gonzalez Ifiarritu.

SERIE

Perdidos (Lost) (2004-2010). Serie americana muy
reciente en la que un avion sufre un accidente enunaisla
desierta. Las conexiones sociales entre los personajes
son muy interesantes (muchos de ellos hab{an coincidido
en algiin momento antes del accidente), y puede servir

de ejemplo para mostrar la nocién de los grados de
separacion.

MATERIAL AUDIOVISUAL

"Universo matematico: La busqueda de un suefio, orden
en el caos". La aventura del saber, TVE-2. Este capitulo
de la serie didactica de TVE trata de la dicotomia entre
caos y orden que se discute en el capitulo, cuando se
habla del factor de reagrupamiento. Disponible en
http://www.rtve.es/alacarta/videos/universo-mate-
matico/universo-matematico-busqueda-sueno-orden-
caos/889029/w



LAS MATEMATICAS
QUE HACEN SEGURA
LA RED

Vanesa Daza






Los fundamentos matematicos de este capitulo son
elementales y estan al alcance de los alumnos de edu-
cacién secundaria obligatoria. La base matematica
se encuentra en la teorfa de nimeros y consta de las
nociones de divisor, factor, nimero primo y numero
compuesto, factorizacién de un nimero y del teorema
fundamental de la aritmética. Sin embargo, al igual que
ocurre con otras ramas matematicas, la teori{a de nu-
meros encierra cuestiones de gran complejidad bajo la
apariencia de enunciados muy sencillos, de las cuales
este caplitulo ofrece varios ejemplos.

Elteorema fundamental de la aritmética es una de esas
cuestiones de apariencia relativamente simple pero de
consecuencias de muy largo alcance. En esencia, el teo-
rema afirma que todo numero natural se puede escribir
como producto de factores primos y que, ademas, dicha
expresion es Unica.

De este modo el teorema viene a establecer lo que pue-
de considerarse como un nuevo sistema de numeracion
en el conjunto de los naturales, basado en el sistema de-
cimal convencional pero distinto. Se tratade un sistema
de numeracion donde cada nimero natural se escribe
de manera Unica como un producto, llamado su facto-
rizacién. Tomado el conjunto de los nimeros primos P,
cualquier otro nimero se puede escribir como producto
de los elementos de P. Este sistema muestra la estruc-
tura multiplicativa de cada nimero, cuya base es el con-
junto de los numeros primos.

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

Como el conjunto de los nimeros primos es infinito y
sus elementos no se ajustan a un patron o regla nume-
rica determinada, conocer la factorizaciéon de nimeros
con factores primos muy grandes es un modo de codi-
ficar tales numeros y de poder utilizarlos con la seguri-
dad de que, dificilmente, podran ser identificados. Re-
ciprocamente, conocer los divisores de un nimero muy
grande es otro modo de saber cual es el numero.

Lamoderna criptografiahace uso de estas propiedades
de la teor{a de nimeros y muestra como las nociones
aritméticas de apariencia mas sencilla tienen un enor-
me potencial practico.

Para mostrar este uso practico, la autora revisa la im-
portancia que han alcanzado los sistemas de comuni-
cacion que se sustentan en Internet y la necesidad de
medidas de seguridad para garantizar la privacidad y
proteccion de los datos que se mueven a diario en can-
tidades de muchos digitos, de lo cual proporciona una
amplia informacion.

También hace una revision de las técnicas de cifrado
empleadas a lo largo de la historia, que muestran los
fundamentos de algunas practicas que aun se manejan,
hasta llegar a la ciencia actual de la criptografia.

Finalmente, muestra una serie de ejemplos y tareas es-
colares que contribuyen a la comprension de las cues-
tiones planteadas en este capitulo y ayudan a su trata-
miento didactico.






INTRODUCCION

“Desplazarse a través de unared o de un sistema infor-
matico,’ es la quinta acepcion de la palabra navegar en
el Diccionario de la Real Academia de la Lengua Espafio-
la. Y pese asu posicion es, sin lugar a dudas, la mas utili-
zada adiade hoy.Enjunio de 2012 el nimero de usuarios
de Internet a nivel mundial era de 2.405.518.376 segun,
cifra que crecerd considerablemente en los proximos
afios si miramos el espectacular crecimiento que ha te-
nido el uso de Internet en algunas regiones en la Ultima
década (figural).
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Figura 1. Crecimiento por regiones del uso de Internet en el periodo 2000-2012.
Fuente: http;//www.internetworldstats.com/stats.htm.

Durante las Ultimas décadas, Internet ha crecido a unrit-
mo vertiginoso, convirtiéndose en lo que hoy todos cono-
cemos, y provocando unarevolucion cultural, sociologica,
econdmica y politica sin parangon.

En medio de todos estos avances, las matematicas han
ocupado y ocupan un lugar destacado. Internet se ha
convertido en un entorno real en el que aplicar algunas
de las teorias abstractas ya conocidas a la vez que se de-
sarrollan otras nuevas con el objetivo de modelar y dar
solucion a algunos problemas que permitan y faciliten el
uso de Internet.

Muchas de las actividades que realizamos en nuestro
dia a dia se han visto modificadas en gran parte debido

a Internet. Hace tan solo 15 afios parecia imposible evi-
tar aquel momento de colapso de lineas de teléfono en
las primeras horas del afio cuando todo el mundo llama-
ba a sus seres queridos para felicitar el afio nuevo; y sin
embargo tras un breve periodo de protagonismo de los
SMS, a dia de hoy parece ser el Whatsapp (aplicacion
de mensajeria de mavil que utiliza Internet como base de
sus comunicaciones) el medio elegido por multitud
de usuarios. Para felicitar el afio 2013 se han registrado
18 billones de mensajes a través de esta aplicacion, se-
gun anuncio la propia compafiia. Pero el uso de Internet
alcanza muchas otras actividades diarias: en las figuras
2y 3sepueden ver las actividades mas populares en In-
ternet y la distribucién media en las que cada usuario
invierte sus horas en Internet, respectivamente.
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Figura 2. Actividades mds populares en Internet. Fuente: http://www.go-gulf.
com/blog/online-time/.
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Figura 3. Distribucion media por usuario del tiempo empleado en tareas relacio-
nadas con Internet. Fuente: http;//www.go-gulf.com/blog/online-time/.

& Comercio Electronico



234

UNIDAD DIDACTICA. MATEMATICAS DEL PLANETA TIERRA

HISTORIA DE LA RED
MAS GRANDE DEL MUNDO

La explosion tecnolégica causada por Internet ha veni-
do de lamano del nuevo siglo, tan solo 30 afios después
de su creacion. Su origen se remonta al afio 1969, cuan-
do el Departamento de Defensa Americano, a través de
su Agencia de Proyectos de Investigacion Avanzados
(ARPA, por sus siglas en inglés) propuso la creacién de
unared de ordenadores entre diferentes universidades
y empresas privadas, con el objetivo de reforzar su sis-
tema centralizado de comunicaciones, que considera-
ban vulnerable. De esta manera se consegula, fragmen-
tando convenientemente, que esta llegara a su destino
aunque surgiera un problema en alguna parte de la red.
Son los primeros pasos de ARPAnet, el embridn de lo
que hoy conocemos como Internet.

Poco a poco esta red fue evolucionando. En 1974 se
mejoraron los de intercambio de datos entre
redes de ordenadores con el protocolo TCP/IP (“Trans-
mission Control Protocol/Internet Protocol”), y se intro-
dujo un sistema de correo electronico. El uso del correo
crecio considerablemente, convirtiéndose en la activi-
dad que mayor volumen de comunicaciones generaba.

ARPAnet siguid creciendo y abriéndose al mundo: cual-
quier persona con fines académicos o de investigacion
podia tener acceso a la red. Lo que en un principio fue
un juguete de unos cuantos cientificos, comenzo a ex-
pandirse en los afios ochenta del siglo pasado mientras
los centros de investigacion, los organismos publicos,
las asociaciones y mas empresas privadas, entusias-
madas, se unian al proyecto. En la siguiente década se
desarrollé un lenguaje de hipertexto con etiquetas (el
conocido html) que permitié un acceso a la informacion
sin precedentes. Su principal logro era que podia ser in-
terpretado con un programa llamado navegador, lo que
dio comienzo a una nueva forma de navegar a través del
mar de datos de Internet. A partir de entonces, se abrie-
ron numerosas oportunidades de negocio y nuevas ma-
neras de comunicacion.

En todos estos desarrollos las matematicas tienen un
papel fundamental. Nuestro propdsito con este texto

es mostrar, en particular, el papel que las matematicas
han tenido (tienen y tendran) en la sequridady la priva-
cidad de las acciones cotidianas que se realizan por In-
ternet. En efecto, por citar un ejemplo, seria dificil rea-
lizar la cantidad de transacciones bancarias diarias en
linea si no se pudieran prevenir los ataques de terceras
personas que pretenden acceder de manera indebida a
la informacién que circula por lared. Pero en este nuevo
escenario en linea no basta con proteger las comunica-
ciones, sino que también es necesario modelar algunas
situaciones habituales, como la firma de un documento.
En Internet esto corresponde a la ,y tiene
la misma validez que una firma manuscrita.

Enlaraiz de las soluciones a estas y muchas otras situa-
ciones encontramos la . Etimologicamente
el término proviene del griego (krypto -secreto-y gra-
pho -escritura-)y en la actualidad se considera como la
rama de las matematicas que estudia las técnicas que
se utilizan para proporcionar seguridad y privacidad a
los datos generados y gestionados por la sociedad de
la informacion.

Pese a que actualmente las modernas tecnologias han
otorgado a la criptografia un papel de cierto protago-
nismo, sus origenes se pierden en el tiempo. La cripto-
grafia nace de la necesidad de los humanos de mante-
ner su informacion privada protegida de terceros, y hay
evidencia de su uso ya en el afio 3500 a. C, cuando los
mesopotamicos cifraban las formulas de los nuevos
barnices que descubrieron, y 1.500 afios mas tarde tam-
bién los egipcios utilizaron un tipo especial de jeroglifi-
co secreto. De hecho, la mayoria de culturas que evolu-
cionaron a algun tipo de lenguaje escrito desarrollaron
algun tipo de escritura secreta, lo que se consideran las
primeras técnicas criptograficas.

Figura 4: Representacion de una escitala, figura cilindrica en el que se enrolla-
ba un papiro y se escribia el mensaje. Solo aquellos que tuviesen un cilindro del
mismo diémetro podian recuperar el mensaje en claro. Fuente: http://www.flickr.
com/photos/86371616@N00/18489970/.



En la antigua Grecia, los soldados de Esparta usaban la
escitala, una de las primeras maquinas criptograficas, y
el cifrado por desplazamiento, conocido también como
cifrado del César, pues el emperador Julio César lo uti-
lizaba para comunicarse con Ciceron y otros mandatarios
romanos.

Veamos a continuacion como César cifraba y descifraba
Sus mensajes.

EL CIFRADO DEL CESAR

Supongamos que dos personas, llamémosles Alicia y
Benito (protagonistas usuales de las historias criptogra-
ficas), se quieren intercambiar un mensaje. En concreto,
Alicia quiere enviar el mensaje (texto en claro) ‘HOLA’ a
Benito, usando el cifrado del César para que no puedan
interceptar el mensaje. Para ello, en primer lugar pactan
entre ambos un valor entre 0 y 26, que sera la clave se-
creta k. Benito recibird un mensaje (mensaje cifrado), y
utilizando la clave secreta que solo él y Alicia conocen,
podra recuperar el texto en claro.

Para cifrar el mensaje, se reemplaza cada letra por la
letra que ocupa k posiciones mas adelante en el alfabe-
to. Al llegar al final del alfabeto, se continua por el inicio
del alfabeto. Obviamente, para descifrar el mensaje se
reemplaza la letra cifrada por aquella que ocupa k posi-
ciones menos en el alfabeto.

As{, por ejemplo, si k = 1, entonces A se sustituye por
una B, laB porunaC,laC porunaD,y asi sucesivamente
hasta llegar a la Z que se sustituira por una A. Utilizando
esta clave, Benito recibirfa ‘IPMB’ (texto cifrado). En el
casode quek =2, la A se sustituye por C, la B por D, has-
tallegaralaYylaZ que se sustituyen por Ay B, respec-
tivamente. De esta suerte, con estaclave Aliciaenviarael
mensaje ‘JQNC’ a Benito.

En sus comunicaciones militares, César utilizaba la clave
kiguala3.

Este cifrado se puede escribir de manera elegante utili-
zando aritmética modular. Si consideramos el alfabeto
castellano con 27 letras Alfabeto = {A,B,C,D, ..., X, Y,
Z},y asociamos a cada letra un valor numérico entre 0 y
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Figura 5. Rueda del César, que muestra simultdneamente el alfabeto inglés y su
equivalente cifrado utilizando un desplazamiento de k=3. Fuente: http://www.fli-
ckr.com/photos/riceforlunch/4462968903/.

26 (0ala A, 1alaB,y asisucesivamente), para cifrar un
mensaje solo hace falta considerar la funcion C, (i) = i+k
mod 27, que nos dard cada letra cifrada. Para descifrar se
utiliza la funcion D, (i) = i-k mod 27.

Enuna épocaen la que poca era la gente que sabia leery
escribir, este cifrado se consideraba suficientemente se-
guro como para depositar en él los secretos de Estado.
Sin embargo, se trata de un cifrado considerablemente
inseguro, como mostrd el paso del tiempo y la evolu-
cidn cultural de la sociedad. Por ejemplo, esta sujeto a
ataques de busqueda exhaustiva (también llamados de
fuerza bruta), en los que el atacante, a partir del texto
cifrado, intenta recuperar el texto en claro considerando
todas las opciones de clave. Para ello, el atacante prueba
a descifrar con cada una de las diferentes claves, y pues-
to que con este cifrado hay relativamente pocas claves,
un total de 27 claves (o 26 si tenemos en cuenta que la
clave k = 0 es mejor evitarla ya que en tal caso texto en
claroy texto cifrado coinciden), esta operacion no resul-
ta especialmente costosa. As{, solo hace falta observar
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los posibles textos en claro y descartar aquellos que ca-
rezcan de sentido, eligiendo el que sea comprensible.

1. Utilizando el alfabeto castellano, cifra el mensaje
“ESTE ES UN MENSAJE EN CLARO”, con las
clavesk =4yk =13.

2. Descifra el mensaje “NTIITIJPRXUHPSE” reali-
zando un ataque por fuerza bruta.

3. Comprueba que D, (E, (m))=m.

Enlos siglos siguientes, hasta la aparicion de los ordena-
dores en el siglo XX, la criptografia fue casi mas un arte
que una ciencia. Fue utilizada principalmente en contex-
tos bélicos (el devenir de la Segunda Guerra Mundial pa-
rece que estuvo considerablemente ligado a la criptogra-
fia) y los cifrados empleados fueron evolucionando con
técnicas mas complejas y elaboradas, que tenian como
principal objetivo subsanar las debilidades que se habian
encontrado en los anteriores. Entre ellos podemos citar
el cifrado de Vigenere y el cifrado de Alberti. Se profun-
dizan en las apasionantes historias que han acompafiado
a la criptografia desde hace mas de 5.000 afios en Kahn
(1968).En The black chamber se puede encontrar no solo
una explicacion de algunos cifrados histdricos, sino tam-
bién mas material complementario, como implementa-
ciones de estos algoritmos que permiten al lector cifrary
descifrar de manera interactiva.

LA CIENCIA DE LA CRIPTOGRAFIA

En el siglo XX acontecieron tres momentos historicos
que fueron claves en la revolucidn que cambid la manera
de entender la criptografia, incorporandola en la catego-
ria de ciencia. Fueron la publicacién del cifrado OTP de
Vernam, la demostracion de Shannon sobre la seguridad
del cifrado de Vernam y el nacimiento de la criptografia
de clave publica.

En el afio 1926 Gilbert Vernam publicd un cifrado que
permitia intercambiar mensajes de manera segura, muy
sencillay eficiente, siempre y cuando ambos interlocu-
tores tuviesen una clave con la misma longitud del men-
saje. Para ello, en primer lugar el emisor del mensaje
(Alicia) necesita transformar el mensaje en una ristra
de ceros y unos (bits). Para ello asocia cada letra a un
numero (para simplificarlo supondremos que se hace
de lamisma manera que en el cifrado del César, aunque
para la traduccion numerica habitual se utiliza el cadigo
ASCII, que distingue mayusculas y mindsculas asi como
signos de puntuacion). Posteriormente se considera la
representacion binaria de dicho nimero.

De esta manera, supongamos por ejemplo que Alicia
quiere enviar el mensaje ‘HOLA’ a Benito. En primer
lugar observa que las cifras correspondientes a las
letras del mensaje son 7, 15, 11 y 0, cuyas representa-
ciones binarias son 00111, 01111, 01011, 00000 (fija-
mos la longitud binaria de cada cifra a 5 para que toda
representacion tenga la misma longitud, con el fin de
reconocer y separar las diferentes cifras que resultan
entre si). Elmensaje que Alicia quiere enviar a Benito es
00111011110101100000.

Si L es la longitud del nimero de bits del mensaje, Ali-
cia y Benito necesitan compartir una clave secreta cuya
expresion binaria tenga, como minimo, longitud L. En
el ejemplo propuesto necesitaran una clave de 20 bits.
Supongamos para nuestro ejemplo que la clave secreta
es k = 00111011100100100011. Para cifrar el mensaje
se calcula, bit a bit, el XOR (esto es, una suma maédulo
2) del bit del mensaje cifrado con el correspondiente bit
de la clave secreta. Asi el mensaje cifrado de ‘HOLA’
serfa ‘ABCD’ puesto que 00111011110101100000 XOR
00111011100100100011 = 00000000010001000011, que
representan los digitos 0, 1, 2 y 3,y por tanto, las letras
A, B, CyD.Por lo tanto, Alicia envia a Benito el mensaje
cifrado 00000000010001000011, y Benito, poseedor de la
clave 00111011100100100011, puede recuperar el men-
saje en claro a partir del XOR -que es la operacidn inver-
sa del XOR- del mensaje cifrado y la clave. En efecto:

00111011110101100000 = 00111011100100100011
XOR 00000000010001000011.

Este cifrado es conocido también como OTP (del inglés,
One Time Pad). Su nombre explicita uno de sus grandes



1. Utilizando la clave:

k = 0000011111000001111100000 11111, cifra el
mensaje CRIPTO.

2. ;Cual ha sido la clave utilizada si Alicia ha envia-
do el mensaje “ABCDE” y Benito lo ha descifrado
como “ADIOS™?

inconvenientes: la clave secreta Unicamente puede ser
utilizada una vez.

El segundo inconveniente es el requerimiento de que la
clave secreta sea tan larga como el mensaje. Pero como
Vernamyaintuia, este ultimo requerimientonoeragratui-
to, sino que era condicion necesariay suficiente para que
la comunicacion fuera segura, lo que probd formalmente
Claude Shannon dos décadas mas tarde, en 1949. Es el
segundo momento criptografico del siglo XX que queria-
mos remarcar. En Shannon (1949), el autor demostrabala
seguridad incondicional del cifrado de Vernam, es decir,
que no es posible deducir ninguna informacion del texto
enclaro a partir del texto cifrado y, ademas, para garanti-
zar dicha seguridad incondicional en cualquier cifrado en
el que emisor y receptor compartiesen una clave secreta
(lo que llamamos cifrados simétricos) para comunicarse,
debe cumplir el requisito de que la longitud de la clave
sea del mismo tamafio que la del mensaje.

Lejos del pesimismo que podria haber despertado el re-
sultado de Shannon, la bisqueda de cifrados simétricos
siguio muy activa. Las propuestas principales estan den-
tro de los llamados modelos de cifrado de flujo o de los
modelos de cifrado de bloque. Cada uno tiene sus prosy
sus contras, que los hacen seguros en algunos escenarios
y vulnerables en otros.

La principal desventaja que presentan es que la clave ha
de ser lamisma para Alicia y para Benito, y no es, a priori,
sencillo compartir una clave, y menos, si se asume que la
Unica comunicacion posible es a través de medios inse-
guros como pueda ser Internet. Ademas, si Alicia quiere
enviar mensajes a cada uno de sus 1.234 contactos de
Facebook, debera compartir una clave secreta diferente
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con cada uno de estos contactos, y utilizarla en el mo-
mento de cifrar el mensaje, en lo que se adivina como una
gestion tediosa.

Ante estas contrariedades, se persiguid un cambio de
paradigma que condujo al giro mas espectacular que ha
dado la criptografia hasta la fecha. En el afio 1976 Whi-
tfield Diffie y Martin Hellman (1976) mostraron que era
posible un intercambio de mensajes de manera segura
sin necesidad de compartir, en ningtin momento, una cla-
ve secreta. Asi surgio la

En ella, tanto Alicia como Benito tienen un par de claves,
una que todo elmundo podra conocer (publica) y otra que
solo cadauno de ellos individualmente debe conocer (pri-
vada). De esta manera, si Alicia quiere enviar un mensaje
cifrado a Benito, utilizara la de Benito para
cifrarlo. Una vez recibido, Benito utilizara su correspon-
diente clave privada para descifrar el mensaje.

La esencia del método consistia en encontrar una fun-
cion que fuese facil de calcular utilizando la clave publica
(cifrar) y solo pudiese ser invertida de manera eficiente
con conocimiento de la clave privada (descifrar): las fun-
ciones unidireccionales. Aunque Diffie y Hellman las utili-
zaron en su propuesta de paradigma de clave publica, no
formularon una implementacion precisa.

No fue hasta dos afios mas tarde (1978) cuando Ronald
Rivest, Adi Shamir y Leonard Adleman propusieron
una manera concreta de llevar a la practica este nuevo
paradigma: el cifrado RSA (en honor a sus inventores).
Se define la clave publica como (N, e), donde N es el
producto de dos nimero primos py ¢, y e es un ente-
ro que no tiene ninguin factor en comdn con el nimero
S= (p-1):(g-1). La clave privada correspondiente sera
un numero d tal que el resto de dividir e.d por S sea 1.
Aunque no entraremos en detalles y asumiremos que
es un valor que nos viene dado, el algoritmo de Euclides
facilita a Benito dicho calculo de d, pero Unicamente en
aquellos casos en los que se conoce la factorizacion de
N. Asi, el punto esencial en dicha implementacidn es
que, sino se conoce la factorizacion de N (lo cual ocurre
siempre y cuando p y q sean suficientemente grandes),
noes posible el calculode denuntiemporazonable. As{,
para cifrar un mensaje m, Alicia calcula m-e, y el texto
cifrado ¢ sera el resto de la division entera de meentre
N. Para descifrar, Benito utiliza su clave d y calcula,
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recuperando en mensaje al considerar el resto de la
division de cd por N. Veamos un ejemplo:

Supongamos que la clave publica de Benito es (N, e)
= (55,3). Su correspondiente clave privada sera d =17. Si
Alicia quiere cifrar un mensaje m = 5, calcula 5° = 125,
y a continuacion el resto de la divisidn entera por 55, obte-
niendo ¢ = 15. Cuando Benito lo recibe, utilizando su clave
privada calcula 157 = 56815128661595284938812255
859375. Como se puede observar este no es el mensaje
enviado por Alicia, pero si se calcula el resto de la division
de este nimero por 55, lo que se obtiene es el mensaje m
= 5, puesto que 56815128661595284938812255859375
= 1033002339301732453432950106534*55+5. Aunque
pueda parecer fruto de la casualidad numérica, detras se
esconden abstractos teoremas matematicos de teoria de
numeros, algunos de ellos de algunos de los matematicos
mas famosos de todos los tiempos como Euler o Fermat,
y que garantizan que se pueden cifrar y descifrar mensajes
basandose enlacifradel RSA.

Dados los nimeros primos p = 11y q = 17, la clave
publica (N = p-q,3) y la clave privadad = 107:

1. Cifra el mensaje m = 6.
2.Descifrael mensajec = 16.

Después de mas de dos décadas dereinado casiabsoluto
en el panorama simétrico del DES (Data Encryption Stan-
dard), en la actualidad, y desde el afio 2000, se impone el
cifrado de bloque AES (Advanced Encryption Standard).
Pese a que el cifrado RSA es sin lugar a dudas el mas co-
nocido y utilizado, existen otros muchos que se basan en
otras dificultades del calculo que reproducen la idea de
funcién unidireccional propuesta por Diffie y Hellman.
Entre ellos destaca el cifrado de ElGamal (1984), que
basa la unidireccionalidad en la imposibilidad de calcular
eficazmente el logaritmo discreto en determinados gru-
pos finitos.

Enrealidad estos sistemas criptograficos de clave publi-
ca se utilizan, por ejemplo, en el intercambio de correos

electrénicos, al conectarnos de manera segura a una
web, o al utilizar una red virtual privada, simplemente
para transmitir de forma segura las claves secretas entre
dos usuarios. De esta manera, cuando los usuarios com-
parten la clave privada, pueden utilizar cifrados de clave
privada, que resultan menos laboriosos, y por tanto, com-
putacionalmente mas eficientes que los de clave publica.
Es lo que se conoce como

Muchas emociones fluyen a través de Internet. La gen-
te se enamora, se crean grandes imperios de negocio, el
mundo se moviliza a través de las redes sociales, y eso
que lavida en Internet no hahecho mas que comenzar. Es
un excitante nuevo mundo, con sus propias reglas, que
habra que explorar. Y un punto esta claro, en la mochila
no podremos olvidar llevar las mejores herramientas
criptograficas, y con ellas, las matematicas.

OTROS TEMAS DE LA CRIPTOGRAFIA

Pruebas de conocimiento nulo

Siguiendo con la codificacién RSA, puede ser necesario
verificar que una determinada clave publica es una cla-
ve RSA correcta. Para ello hay que comprobar que N es
el producto de dos nimeros primos, pero sin tener que
desvelar la factorizacion del mismo -ya que si se pudiera
calcular, se podria obtener de manera eficiente la clave
privada y la codificacion no seria segura-. Este tipo de
problemas se pueden solucionar con pruebas de conoci-
miento cero. Enellas, generalmente, los diferentes inter-
cambios de informacion suelen tener una fuerte compo-
nente de teoria de nimeros.

Engeneral, en criptografia, se denomina prueba de cono-
cimiento cero (o nulo) (ver Schneier, 1996 y Stinson, 1997)
a aquellos procesos interactivos que permiten probar a
terceros que un determinado enunciado es cierto sin re-
velar nada mas que el propio enunciado en s{, y garanti-
zando el convencimiento a terceros de que efectivamen-
te elenunciado es cierto.

Veamos una sencilla historia (Quisquater et al. 1989) que
permite captar la esencia del concepto de prueba de co-
nocimiento cero. En esta historia, Pepita (la probadora)



ha descubierto la palabra magica que abre la puerta se-
creta de Al{ Baba. La cueva tiene forma circular como
se muestra en la figura 6, con una entrada en un lado y
la puerta magica bloqueando el lado opuesto. Victor (el
verificador) le dice que le pagara si le dice la palabra ma-
gica que abre la puerta secreta, pero antes pone como
condicidn tener la certeza de que Pepita realmente sabe
la palabra. Por otro lado, Pepita asegura que le dira la pa-
labra magica, pero solo cuando hayarecibido el dinero de
Victor.

Para dar solucion a este problema, Pepita y Victor idean
la siguiente solucion. Para comenzar acuerdan nombrar
los dos posibles caminos como camino Ay camino B (ver
figura 6). A continuacion, Pepita elige aleatoriamente
uno de los dos caminos y entra en la cueva sin que Victor
vea el camino que elige. Mientras, Victor espera fuera de
la cueva. A continuacion, Victor entra en la cueva, elige
aleatoriamente el camino (A o B) por donde quiere que
salga Pepita, y se lo comunica a ella (figura 7).

Figura 6. Forma de la cueva de Ali Babd, donde se muestran dos posibles caminos
para acceder a ella, el marcado con la letra A y el marcado con la letra B. Fuente:
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Zkip_alibabal.png.

Puesto que ella conoce la palabra magica, serd sencillo:
esté en el camino que esté, podra salir por el camino que
Victor pide, abriendo la puerta de la cueva sies necesario
(figura 8).

Supongamos, en cambio, que Pepita no conocia la pala-
bra.Ental caso, ella solo puede volver por el mismo cami-
no por el que entraala cueva, y para que Victor estuviese

3.5 LAS MATEMATICAS QUE HACEN SEGURA LA RED

Figura 7. Pepita estd dentro de la cueva y Victor elige el camino por donde quiere
que ella salga. Fuente: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Zkip_alibaba2.png.

2

2

Figura 8. Pepita sale por el camino que ha solicitado Victor, mostrdndole que en
caso de que haya sido necesario, ella ha podido utilizar la palabra mdgica. Fuen-
te: http://enwikipedia.org/wiki/File:Zkip_alibaba3.png.

satisfecho con dicho experimento, deberia ser el camino
que Victor ha solicitado al azar. Puesto que Victor elige el
camino A o B al azar, la probabilidad de que Pepita pue-
da volver por el camino que solicita Victor es 0,5. Pero si
se repite este experimento muchas veces -pongamos
20 veces consecutivas-, la probabilidad de que Pepita
acierte entodas las ocasiones es de1entre 1millén, por lo
que casi se puede despreciar. De este modo, si después
derepetir el experimento en unas cuantas ocasiones, Pe-
pita siempre lo realiza de manera satisfactoria, es muy
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probable que sea porque conoce la palabra magica, y Vic-
tor confia en que es asi.

Pese a que esta historia abarca un ejemplo que puede
parecer sin relacion dentro del contexto de la seguridad,
ejemplifica perfectamente el proceso que se sigue en las
pruebas de conocimiento cero, como en el ejemplo cita-
do anteriormente.

Si, ¢digame? - ;Cara o cruz?

Este apartado, basado en un relato de Manuel Blum
(1983), permite reproducir el lanzamiento de una mone-
da de manera segura, es decir, sin posibilidad de tram-
pas por ninguna de las dos partes, sin necesidad de que
haya una moneda fisica ni que ni siquiera ambas perso-
nas se encuentren fisicamente en el mismo lugar.

Supongamos que Alicia y Benito se acaban de divorciar,
viven en diferentes ciudades, y quieren decidir quién se
va a quedar el coche. Para ello, deciden lanzar una mo-
neda mientras hablan por teléfono, pero evitando que el
que lanza la moneda haga trampas y se declare ganador
independientemente del resultado, aprovechando que
elotronolove.

Unamaneraderesolver este problema esimplementan-
do los siguientes pasos. Para comenzar, Alicia y Benito
deben acordar una funcién unidireccional f completa-
mente segura. Tal y como hemos visto, estas funciones
permiten calcular la imagen de un valor de manera sen-

l

Fuente: http://www.flickr.com/photos/ai_imagination/3816485241/.
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cilla, pero es muy dificil (por no decir casiimposible) cal-
cular la imagen inversa de un determinado valor, ni una
determinada propiedad de dicho valor (por ejemplo, si
el valor es par o impar). Para mas detalles de funciones
unidireccionales se puede consultar Schneier (1996) y
Stinson, (1997).

A continuacion Alicia selecciona un valor entero x (des-
conocido para Benito), calcula f(x) y envia f(x) a Benito.
Benito, que no puede determinar six es par o impar a par-
tir de f(x), le dice a Alicia si cree que el valor x es par o es
impar. Alicia le contestara si acertd o no, a la vez que le
envia a Benito el valor x para confirmar el valor que ella
selecciond al inicio del intercambio de mensajes.

Este método es especialmente interesante para cual-
quier disefiador de protocolos, ya que podra ser aplicado
siempre que se necesite elegir un bit aleatoriamente en-
tre dos partes conectadas a través de unared.

Esquemas para compartir secretos

Hay situaciones en las que un secreto no puede ser
guardado por una Unica persona, ya que esto podria
ser arriesgado. Un ejemplo de esto es el problema de
guardar claves secretas, como las utilizadas en votacio-
nes electronicas que se organizan a través de Internet.
Se trata de claves que se deben mantener en secreto
para evitar que sean utilizadas por terceros y manipula-
das, ya que conocerlas podria poner en grave peligro la
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Fuente: http://www.flickr.com/photos/lwvc/6306132745/.



seguridad del sistema, filtrando informacidn o incluso
manipulando el resultado de la votacion.

Una aproximacion es dividir la clave en diferentes frag-
mentos de manera que, para conocer la clave, sea nece-
sario poner todos las partes en comun. En el caso de las
votaciones electrdnicas, podriamos pensar que cada par-
tido politico custodiase unfragmento de la clave secreta.
Una parte fundamental en este proceso es como llevar a
cabo la generacion de los fragmentos, puesto que seria
deseable que cada una de las partes no pudiese obtener
ningun tipo de informacion de la clave, pese a conocer su
fragmento (o incluso alguno mas del resto de participan-
tes). Esta propiedad descarta fragmentaciones triviales
que podrian llevarse a cabo como la siguiente. Pongamos
un ejemplo sencillo. Imaginemos que la clave secreta es
1234 y que hay dos partidos politicos. Si le damos a uno
de los partidos el fragmento 12, y al otro el fragmento
34, pese a que ninguno de ellos conoce exactamente la
clave, si que han reducido substancialmente las posibles
claves, puesto que el primer partido conoce que la clave
comienza por 12, por lo que solo debe probar a lo sumo
100 diferentes claves para dar con la clave secreta. De
manera analoga se reduce la seguridad con el otro frag-
mento de clave.

La solucion a este problema fue propuesta independien-
temente por Shamir y Blackley en el afio 1979. Son los
llamados esquemas para compartir secretos. En ellas
se proponen soluciones que permiten compartir un se-
creto s entre n participantes, de manera que sitde estos
participantes se retinen (no necesariamente todos, sino
tan solo t de ellos), pueden recuperar el secreto, mien-
tras que si menos de t intentan recuperarlo, no solo no
lo conseguiran, sino que ademas no conseguiran obtener
ninguna informacion del secreto ensi. Las propuestas de
Shamir y Blackley estan basadas en diferentes concep-
tos matematicos. Por un lado, la de Shamir se basa en
la interpolacion polindmica, mientras que la de Blackley
utiliza como fragmentos ciertos hiperplanos y como se-
creto lainterseccion de dichos hiperplanos.

PARA PROFUNDIZAR

Describimos a continuacion la solucién de Shamir por su
simplicidad y elegancia, hecho que ademas ha influencia-

3.5 LAS MATEMATICAS QUE HACEN SEGURA LA RED

do en que los esquemas para compartir secretos sean
utilizados en numerosas soluciones de lo que se conoce
como criptografia distribuida (Desmedt y Frankel, 1989).

La persona que posee el secreto s que desea compar-
tir entre un conjunto de n participantes P , ..., P_se
conoce como distribuidor. Supongamos que el distri-
buidor pretende fragmentar el secreto de manera que
solo cuando un conjunto (cualquiera) de al menos t par-
ticipantes retne sus fragmentos, puedan recuperar el
secreto. Para ello elige un ndmero primo p grande y a
continuacion y aleatoriamente escoge un polinomio
P(x) de grado t-1y con la condicién de que su término
independiente sea el secretos, esto es, P(x) = a_x"'+a,_
X+ +a x+s. El fragmento que el distribuidor dara al
participante Pisera P(i). As{, cuando un conjunto de t (o
mas) participantes intente colectivamente recuperar
el secreto a partir de sus fragmentos, podra utilizar la
interpolacion de Lagrange o simplemente resolver el
sistema lineal con t ecuaciones y t incognitas, cuya ma-
triz asociada es una matriz de Vandermonde de dimen-
siones t x t y que permite garantizar la existencia de
una solucion dnica. Por el contrario, si menos de t par-
ticipantes intentan recuperar el secreto a partir de sus
fragmentos, no solo veran que no es posible, sino que
veran que todos los valores son igualmente probables.
Cabe afiadir que toda la aritmética de este problema se
debe hacer en una estructura algebraica concreta, en
particular en un cuerpo de p elementos, donde p es un
numero primo. Brevemente podemos imaginar que se

1. Comparte el secreto 45 \in Z/(111) entre tres par-
ticipantes de manera que Unicamente si 2 de ellos
ponen en comun sus fragmentos puedan recupe-
rar el secreto.

2. Supongamos que 4 participantes tienen fragmen-
tos 23, 15, 34 y 87 respectivamente de un cierto
secreto s de Z/(97). Saben que si dos de ellos in-
tentan recuperar el secreto, lo conseguiran. ;Qué
recuperaran? Y si el nimero minimo de partici-
pantes que se necesitan para recuperar el secreto
es 3, ;qué secreto recuperaran?
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hacen las operaciones de manera usual, pero, por ejem-
plo, una vez calculado P(i), si este valor no estd en el
conjunto {0.,1,..., p-1} nos quedaremos con el resto de
la division entera de P(i) y p, de manera similar a como
se harealizado con el RSA.

Curvas elipticas para tarjetas inteligentes

Una importante contribucién basada en el cifrado de El-
Gamal, establece la unidireccionalidad de la codificacion
del mensaje en la imposibilidad de calcular eficazmente
el logaritmo discreto en determinados grupos finitos, se
debe a Menezes y Vanstone (1990). Ellos implementan la
cifra de ElGamal utilizando aritmética de curvas elipticas
en lugar de aritmética modular. Pese a que este hecho
complica larealizacion de algunas de las operaciones, pre-
senta la gran ventaja de que permite reducir la longitud de
las claves considerablemente. Segtin Schmeh (2003), para
un cifrado basado en el logaritmo discreto, una longitud
de la clave de 1024 bits es equivalente a una de 200 bits
utilizando curvas elipticas, por lo que se reduce el tiempo
de célculo en aproximadamente una decena parte. Estos
ahorros computacionales hacen que las curvas elipticas
sean especialmente interesantes para ser utilizadas en
tarjetas inteligentes, dispositivos que, por otro lado, han
aumentado notablemente en nimero en la actual socie-
dad de lainformacion.

No solo se utilizan para cifrar y descifrar mensajes, sino
que muchos otros algoritmos criptograficos basan su
aritmética en curvas elipticas, facilitando as{ su uso en
dispositivos de reducida memoria.

Ellectorinteresadoensabermassobre lacriptografiade
curvas elipticas puede consultar Hankerson y Menezes
(2003)y Stinson (1997).

La imposibilidad de detectar programas maliciosos:
(malware)

Uno de los problemas que mas preocupa a los usuarios
de Internet es la posibilidad de que las actividades que
desarrollen en la red introduzcan en sus ordenadores
programas maliciosos, lo que se conoce con el anglicis-
mo malware. Ya entrado el siglo XX, virus como el Bague,
gusanos como el [ Love You, o las redes de ordenadores
zombis (conocidas con el anglicismo Botnet) representa-

ron sustanciales pérdidas econdmicas, ademas de incre-
mentar el panico entre la poblacion sobre la seguridad
en la red. Las matematicas estan presentes también en
estos parajes, tanto de atacantes como de defensores.

Sin entrar en detalles sobre este tipo de programas, que
requerirtan unos conocimientos mucho mas avanzados
de herramientas informaticas y de seguridad, mostra-
remos una bella demostracién por contradiccion que
prueba la imposibilidad de detectar todos los posibles
programas maliciosos (Goodrich y Tamassia, 2011) y que
recuerda sobremanera a la demostracion de Euclides
que permite demostrar la infinidad de nimeros primos.
En realidad es un esbozo de la demostracion formal,
pero permite intuir la esencia de la demostracion elimi-
nando los detalles mas técnicos.

En efecto, supongamos que existe un programa, que pode-
mos llamar SuperDetector, que puede detectar todo tipo
de malware. Desgraciadamente, alguien podria, sabiendo
la existencia del programa SuperDetector, disefiar el si-
guiente programa, Ultravirus, que acttia cuando es evalua-
do por un detector de malware. Si el programa lo detecta
como malicioso, para la ejecuciéndelprograma, y siloiden-
tifica como no malicioso, entonces hace alguna operacion
maliciosa. Asi, si el programa SuperDetector dice que el
nuevo programa UltraVirus es malware, en realidad no lo
sera (puesto que no hara ninguna accion maliciosa), mien-
tras que si SuperDetector dice que no lo es, a continuacion
harauna, llegando asi claramente a una contradiccion.

OTRAS MATEMATICAS EN LA RED

Uno de los casos mas conocidos de la aplicacion de resul-
tados tedricos de matematicas en el desarrollo de Inter-
net es el uso de herramientas basicas de algebra lineal,
teoria de grafos y probabilidad en el disefio del algoritmo
PageRank del buscador Google. PageRank permite dar
un criterio de ordenacion al realizar una busqueda en-
tre la ingente cantidad de informacidn que se encuentra
disponible en Internet. Se pretende que al menos uno de
los diez primeros enlaces que se muestran en la busque-
da contenga informacion util. Para ello se modela cada



posible sitio de lared como un vértice de un grafo de ma-
nera que exista una arista dirigida entre dos de los verti-
ces si desde una de las paginas (vértice saliente) hay un
enlace a la otra pagina (vértice entrante).

Fuente: http;//www.flickr.com/photos/9009139@N08/2363535692/.

Elgraforesultante es ungrafo de dimensiones gigantescas,
pero permite ordenar la informacion. Para ello se considera
la una matriz asociada de ceros y unos, donde el elemento
de la fila i-ésima i la columna j-ésima es 1 si el grafo tiene
una arista que une el vertice i con el vértice j, y 0 en caso
contrario. Se calculan ciertos valores y vectores propios de
la matriz (de manera considerablemente eficiente si tene-
mos en cuenta las dimensiones de la matriz). La teor{a que
hace posible dicha modelizacion se remonta a principios
del siglo XX, y se debe a dos ilustres matematicos, Roche
y Frobenius, cuyos trabajos sobre los valores y vectores
propios en matrices con entradas no negativas permiten
garantizar la existencia de una solucion para el algoritmo
PageRank, y por tanto, cuando realizamos unabusqueda en
Google, encontramos una solucion satisfactoria entre los
primeros enlaces mostrados. En Fernandez (2004) se pue-
de encontrar una completa descripcion mas detallada de la
modelizacion, as{ como de las matematicas implicadas.
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dos lineas temporales narradas en paralelo. En una
se presenta la labor de un grupo de criptografos y
especialistas en deteccion tactica, aliados durante la
Segunda Guerra Mundial. La otra transcurre en la época
actual, enlaque descendientes de los protagonistas de la
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de telecomunicaciones e informatica, para construir un
paraiso de datos.
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http://www.simonsingh.net/The_Black_Chamber/. The
Black Chamber. Portal de divulgacidn donde se encuen-
tran implementados algunos protocolos criptograficos
historicos.

http://miriadax.net/web/descodificando_algebra. Des-
codificando Algebra. Curso masivo on line en abierto y
gratuito de la Universidad Pompeu Fabra impartido por
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Vanesa Daza y Nikolaos Makriyannis, que plantea cuatro
retos relacionados con la criptografia y las comunica-
ciones. Propone también videos que muestran las herra-
mientas matematicas necesarias para resolverlos.

PELICULAS

Enigma (Michael Apted, 2001). Pelicula ambientada en la
Segunda Guerra Mundial, que capta el papel de los ma-
tematicos que trabajaban para romper los cddigos nazis.
Un convoy de barcos mercantes aliado que esta cru-
zando el Atlantico con 10.000 pasajeros e importantes
suministros esta en peligro de ataque. Las autoridades
recurren a Tom Jericho, un brillante matematico y exper-
to descifrador de cddigos de los servicios de inteligencia
britanicos, para conseguir romper el nuevo cédigo con el
que se comunican los nazis. Jericho tiene una cierta simi-
litud con el famoso matematico Alan Turing, que rompid
el codigo aleman Enigma.

Windtalkers (John Woo, 2002). Pelicula ambientada en
la Segunda Guerra Mundial, protagonizada por Nicolas
Cagey Christian Slater. Esta basada en hechos reales; en
efecto, el Cuerpo de Infanter{a de Marina de los Estados
Unidos utilizd a operadores de radio navajos para que
transmitieran las ordenes en su idioma y no fueran
capaces de ser descifradas por los japoneses.

Contacto (Robert Zemeckis, 1997). Pelicula basada en la
novela homdnima de Carl Sagan. La protagonista recibe
un mensaje extraterrestre cuyo inicio es la sucesion
de los primeros numeros primos. El mensaje contiene
instrucciones para la construccidn de un artefacto que
llevara a la protagonista en un viaje por el universo para
hacer un primer contacto con la vida del espacio exterior.

DOCUMENTAL

Codemakers & codebreakers.Documental paraNational
Geographic. Serie que traza un recorrido historico por la
criptografia. Disponible en http://www.youtube.com/wa
tch?v=sEUn_9Q03ro&list=PL079E7E60932D5B5E&ind
ex=1.
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Este capitulo abordala gestidny aprovechamiento de las
energfas renovables, concretamente, las energias edlica
y solar, desde una perspectiva matematica. Las energias
limpias surgen como alternativa a los combustibles fo-
siles, como reto cientifico y tecnoldgico que afronta el
siglo XXI.

Las matematicas contribuyen al estudio y solucién de
estas cuestiones ya que los fenomenos fisicos relacio-
nados con estas fuentes de energfa se pueden describir
mediante ecuaciones diferenciales, cuyas soluciones se
aproximan mediante modelos numéricos. Por otro lado,
el analisis de las tecnologias asociadas hace uso de me-
todos de optimizacidn y técnicas de discretizacion espa-
cio-temporal.

Para utilizar las energias renovables de manera eficaz y
eficiente es necesario el uso de modelos matematicos.
Los modelos que se muestran consisten en la represen-
tacion simplificada de una realidad fisica mediante obje-
tos matematicos, sobre los que se pueden aplicar técni-
cas y herramientas matematicas para su estudio y para
obtener resultados que aproximen el comportamiento
de larealidad.

El foco de interés de este capitulo estd en la explicacion
con cierto detalle del método de los elementos finitos.
En primer lugar se elige representar el espacio fisico real
(el dominio de estudio) mediante un objeto que pueda ser
asimilado por un modelo numérico. Este objeto se conoce
comomallay conforma unarepresentacion discreta(atro-
zos) de un dominio real, que generalmente es continuo.

Las técnicas que permiten construir mallas se conocen
como técnicas de generacion de mallas, o de discretiza-
cion, de laregion de estudio. Los fendmenos que se pro-
ducen sobre superficies suelen utilizar mallas compues-
tas por tridngulos; los fendmenos tridimensionales que
las emplean estan simulados con tetraedros. Las mallas

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensefianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Educacion Secundaria Oblijgatoria).

compuestas por triangulos o tetraedros aproximan la
superficie o el volumen de la regidn de estudio y, simul-
taneamente, la magnitud fisica que se pretende simular
(viento, radiacion solar).

Si bien el método tiene un nivel de complejidad técnica
apreciable, es posible su seguimiento y comprension por
parte de alumnos de bachillerato con las explicaciones,
representacionesy apoyos graficos adecuados.

Para aproximar la velocidad del viento o la radiacién so-
lar en cualquier puntoy estimar el valor de cierta magni-
tud en el interior del elemento, se define un soporte de
interpolacion a trozos, a partir de un pequefio nimero
de datos en cada elemento finito.

Elmétodo de elementos finitos planteara al final un sis-
tema de ecuaciones, con un numero de incognitas pro-
porcional al niumero de vértices existente en la malla; in-
teresaque lamalla esté adaptada para disminuir el orden
del sistema.

Mediante el método de los elementos finitos se mues-
tra la simulacién de campos de viento, se ilustra la
importancia del relieve y se determina la mejor locali-
zacion de los parques edlicos. También se emplea para
trabajar en actuaciones de diagnostico o de pronostico
o para simular la dispersion de contaminantes, entre
otros. Igualmente, el método se utiliza para el disefio
de placas solaresy el estudio de laradiacién recibida en
un lugar determinado. Sus valores se estiman a través
del modelo de radiacion solar, con aplicaciones simila-
res a las del modelo de simulacidn de campos de viento:
la generacién de mapas de radiacion, la localizacidn de
emplazamientos éptimos de parque solares, y la predic-
cion de la potencia generada en cada caso.

Los ejemplos que proporciona el autor sobre el uso del
modelo en Gran Canaria muestran varias aplicaciones
delmétodoy ayudan en la interpretacién de sus resultados.






INTRODUCCION

Laobtencion de energias limpias (edlica, solar, hidraulica,
geotérmica, mareomotriz, etcétera) es uno de los gran-
des desafios que afronta el siglo XX| como alternativa a
los combustibles fosiles, tanto por la limitacion de las re-
servas de dichos combustibles como por los problemas
medioambientales que ocasionan. Las matematicas es-
tan muy presentes en la implementacion de estas alter-
nativas que permitiran utilizar las energias renovables de
manera eficiente. Las que go-
biernan estos fendmenos fisicos tienen soluciones que
es necesario aproximar usando ; por
otro lado, para facilitar el analisis de estas tecnologias,
mejorar su aprovechamiento y hacer una gestion energé-
tica y medioambiental adecuada se usan

de discretizacidn espacio-temporal, o métodos
de optimizacidn.
El aprovechamiento de energias renovables, concreta-
mente de la edlica y la solar, supone un importante reto
tanto cient{fico como tecnolégico. Para ello son impres-
cindibles numerosas herramientas que analizan toda una
serie de cuestiones relacionadas con estos procesos,
entre las que se encuentran los modelos matematicos.
Los modelos, en general, consisten en la representacion
simplificada de unarealidad fisica mediante objetos ma-
tematicos, sobre los que se pueden aplicar técnicas y he-
rramientas matematicas para estudiar y obtener resul-
tados que aproximan el comportamiento de la realidad.

Este capitulo’ se centra en la resolucion de modelos fisi-
co-matematicos mediante métodos numeéricos, en con-
creto el (MEF), para simu-
lar campos de viento y sobre orografias
irregulares. Estos métodos se combinan con modelos
meteorologicos para predecir la energia producida en
parques eolicos y solares. En concreto, la seccion 2 esta
dedicada a introducir conceptos basicos del MEF, mien-
tras que en las secciones 3y 5se comenta la contribucion
del MEF en la gestion de energfas limpias (edlicay solar).

1 Elautor de este capitulo agradece alos siguientes investigadores suparticipaciénen
este trabajo: G. Montero, .M. Escobar, E. Rodriguez, J.M. Gonzdlez-Yuste, JM. Cascdn,
A.Pérez-Foguet, A. Oliver, F. Diaz y L. Ferragut.

Enlaseccion 4 se explicalasimulacidén de ladispersionde
los contaminantes emitidos por chimeneas de centrales
térmicas convencionales, fenémeno que esta regulado
por las normas sobre la calidad del aire y vinculado, junto
con la promocidn de las energias limpias, a las politicas
sostenibilidad. En general, en este capitulo nos plantea-
mos como objetivo transmitir las ideas basicas que en-
tran en juego en la simulacién numeérica de estos proce-
sos medioambientales, evitando detallar las complejas
ecuaciones diferenciales que se resuelven y las técnicas
numeéricas utilizadas para aproximar su solucién.

ELMETODO
DE LOS ELEMENTOS FINITOS

Los métodos numéricos permiten resolver problemas
complejos mediante la implementacion de algoritmos
matematicos en programas de ordenador. Para poder
aplicar el método de elementos finitos (MEF), lo prime-
ro que hacemos es representar el espacio fisico real (el
dominio de estudio) mediante un objeto que pueda ser
asimilado por el modelo numerico. Este objeto se conoce
como y conforma una representacion discreta (a
trozos) de un domino real que generalmente es continuo.
Las técnicas que permiten construir mallas se conocen
como técnicas de generacion de mallas, o de discretiza-
cion, de laregion de estudio.

Para analizar fenomenos que se producen sobre superfi-
cies se suelen utilizar mallas compuestas por triangulos,
mientras que para fendmenos tridimensionales estan
formadas por tetraedros. El tetraedro es el poliedro mas
simple en 3-D y esta formado por cuatro caras triangula-
res, conun total de cuatro vérticesy seis aristas (figura1).

Si se desea estudiar el viento en una zona concreta de
la atmosfera, squé tipo de malla debe usarse, una malla
compuesta de triangulos o de tetraedros?

En la aplicacién del MEF se suelen usar mallas com-
puestas por triangulos o tetraedros, que aproximan la
superficie o el volumen de la regidn de estudio y simul-
taneamente la magnitud fisica que se pretende simular
(viento, radiacion solar, etcétera). Con esto se consi-
gue “contar” de manera sencilla al ordenador la forma
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Figura1. Ejemplo de un tetraedro. Estd compuesto por cuatro caras triangulares
y tiene cuatro vértices y seis aristas (a). Ejemplo sencillo de una malla 3-D for-
mada por dos tetraedros. Estd constituida por cinco vértices y la cara BCD estd
compartida por ambos tetraedros. Las mallas reales utilizadas en la aplicacion
del MEF pueden llegar a tener varios millones de tetraedros, dependiendo de la
complejidad geométrica del dominio (b). Autores: R. Montenegro, G. Montero, J.
M. Escobar, E. Rodriguez, J. M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascon,
A. Pérez-Foguet, A. Oliver.

(geometria) compleja de esta regién tridimensional,
y se define un soporte de interpolacién a trozos para
aproximar la velocidad del viento o la radiacion solar
en cualquier punto. Esta interpolacion a trozos permite
estimar el valor de cierta magnitud en elinterior del ele-
mento a partir de un pequefio nimero de datos en cada
elemento finito, por ejemplo el valor de la magnitud fisi-
caen los vértices de los triangulos o tetraedros.

A veces es necesario aumentar la resolucion para
aproximar los detalles de la geometria en ciertas zonas
de la regidn de estudio, por lo que se usan mallas con
elementos mas pequefios en esas zonas, lo que se lla-
man mallas adaptativas. Para ilustrar el concepto de
malla de elementos finitos adaptativa, en la figura 2 se
representan dos vistas de una malla de tetraedros de
volumen, aunque solo se visualizan las caras externas
(tridangulos) de los tetraedros. La malla esta adaptada
para aproximar las lineas de costa de los continentes
y los contornos de las letras que se han “escrito” en la
“atmdsfera” El mar se considera localmente como una
superficie plana y puede representarse con triangulos
grandes. Sin embargo, para aproximar los detalles de
contornos (la costa y las letras) se necesitan muchos
triangulos mas pequefios.

Para aproximar la magnitud fisica el método de elemen-
tos finitos planteard al final un sistema de ecuaciones,
conun numero de incognitas proporcional al nimero de
vértices existente en la malla, por lo que nos interesa
que la malla esté adaptada para disminuir, en la medi-
da de lo posible, el orden del sistema. Notese que si la
malla de la figura 2 fuera uniforme (no estuviese adap-
tada), todos los triangulos ser{an aproximadamente
del mismo tamafio y suficientemente pequefios para
captar los detalles. Esto provocaria la existencia de una
cantidad innecesaria de triangulos pequefios en el mar.
Resultarian sistemas de ecuaciones con muchas mas in-
cdgnitas, cuya resolucion consumiria muchos recursos
computacionales. De ah{ que sea muy importante el uso
de mallas de elementos finitos adaptativas. Hay que
tener en cuenta que en el caso de simular problemas
en dominios tridimensionales de geometria irregular,
los sistemas pueden ser de millones de ecuaciones con
millones de incdgnitas. Aunque en la actualidad existen
técnicas numéricas eficientes y ordenadores de gran



capacidad, el coste computacional de la resolucion de
estos sistemas puede ser significativo.

Figura 2. Malla de tetraedros de un dominio tridimensional en la que se ha adap-
tado el grado de discretizacién para aproximar adecuadamente los contornos de
los continentes y de las letras. En (a) se representa una vista frontal de lamallay
en (b) se puede observar la misma malla en perspectiva. Imagen: Universidad de
Las Palmas de Gran Canaria.

3.6 ENERGIA

Lageneracion automatica de mallas de elementos finitos
de geometrias complejas es una linea de investigacion
abierta. Las técnicas mas comunes para la generacion de
mallas de tridngulos y tetraedros se basan en la llamada
triangulacion de Delaunay y el método de avance frontal.
Recientemente se ha introducido el denominado método
del mecano para generar mallas de tetraedros. La idea
es generar automaticamente la malla de tetraedros en
una aproximacion (mecano) de la regién de estudio cons-
truida mediante piezas simples, y finalmente deformar
la malla para aproximar el dominio. En la figura 3(a) se
representa el mecano que se ha utilizado para la genera-
cion de lamalla representada en la figura 2, y en la figura
3(b) se muestra un ejemplo de una malla de tetraedros
generada en el mecano. Es muy facil cambiar las frases
escritas en la“atmosfera”

(b)

Figura 3. Mecano compuesto por seis cuboides (a) y un ejemplo de una malla de
tetraedros generada automdticamente en el mecano (b). Autores: R. Montene-
gro, G.Montero, J. M. Escobar, E. Rodriguez, J. M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferra-
qut, J.M. Cascdn, A. Pérez-Foguet, A. Oliver.
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SIMULACION DE CAMPOS DE VIENTO

Laenergia edlica que podemos obtener en un determina-
do punto dependera directamente de la energia cinética
delvientoy, por tanto, de suvelocidad. Por estarazdn, ne-
cesitamos un procedimiento que nos indique el valor de
la velocidad del viento (modulo y direccién) en un punto
situado a una cierta altura por encima del terreno.

La siguiente férmula relaciona la velocidad
del viento con la potencia maxima tedrica
que puede extraerse de €l en un aerogenera-
dor de eje horizontal con un radio r de rotor:

P=1%dv3mr2,

donde P es la potencia en vatios (W),
d es la densidad del aire en kg/m3,
v es la velocidad del viento en m/s y r estd
expresado en metros. Observa que la poten-
cia es proporcional al cubo de la velocidad,
lo que explica la importancia de disponer de
modelos matematicos capaces de aproximar
la velocidad del viento de forma precisa.

Para determinar la localizacion éptima de los parques
eolicos, las empresas productoras necesitan conocer
qué zonas tienen valores de velocidad de viento ade-
cuados a las caracteristicas de los aerogeneradores,
es decir, ni muy bajos, porque no seria suficiente para
mover las aspas, ni muy altos, porque obligaria a de-
tener el giro de las mismas para impedir que sufran
dafios estructurales. Normalmente se dispone de po-
cas medidas tomadas en puntos dispersos, donde hay

, a partir de las cuales hay que buscar un
método matematico fiable para estimar el viento sobre
cualquier punto del terreno. Los modelos matematicos
de viento, y en particular, los modelos de tipo masa con-
sistente descritos mas abajo, son muy adecuados para
resolver este problema practico. Con ellos se elaboran
mapas de velocidades de viento que son fundamentales

para el estudio, planificacidn y explotacion de los recur-
sos eolicos.

Para ilustrar la importancia del relieve en este proceso,
se propone reflexionar sobre los ejemplos representa-
dos en la figura 4. Supongamos en primer lugar el caso
de la figura 4(a). Se trata de un terreno plano en el que
existen dos puntos situados a una misma altura sobre el
terreno y a una distancia de 1 km entre si. Consideremos
también que en estos dos puntos hemos medido, utili-
zando dos anemoémetros sincronizados, un mismo valor
de velocidad de 5 m/s. Nos podriamos preguntar qué va-
lor de velocidad ser{a razonable en un punto intermedio.
Obviamente, sino se dispone de mas datos, parece razo-
nable estimar unvalor de 5m/s en este punto intermedio.

5 mis 5 ms

I km

(a)

I km

Figura 4. Motivacion de la simulacién de campos de viento. Ejemplos para pensar
sobre la estimacién de un valor razonable de velocidad de viento en el caso de
terreno plano (a), y cuando tenemos una orografia irregular (b). En azul se repre-
sentan las velocidades dato en los puntos indicados, y en rojo la velocidad que es
desconocida. Autores: R. Montenegro, G. Montero, J. M. Escobar, E. Rodriguez, J.
M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascdn, A. Pérez-Foguet, A. Oliver.

Siahora consideramos el caso de la figura 4(b), tenemos
una topografia irregular y dos valores diferentes de la
velocidad del viento de1m/sy 9 m/s endos puntos situa-
dos alkmentre si.Eneste caso, debido a lairregularidad



del terreno, ya no es tan evidente estimar un valor razo-
nable de la velocidad del viento en el punto intermedio.

El fendmeno fisico del movimiento del aire esta gober-
nado por las ecuaciones de Navier-Stokes, cuya reso-
lucién exacta no es posible en regiones de geometria
complicada, y cuya resolucién aproximada mediante
el método de elementos finitos es factible, pero com-
pleja. Una forma de simplificar el problema consiste en
intentar encontrar un campo de viento que verifique
dos condiciones fisicas minimas. La primera es que
el aire no atraviese el terreno y la segunda es considerar
al aire como un . Basicamente, esta
ultima condicidn significa que la cantidad de aire que entra
enunaregion cerrada es lamisma que la que sale. Elmode-
lo matematico de masa consistente trata de encontrar un
campo de viento que verifique las dos condiciones ante-
riores, y que simultaneamente se aproxime lo mas posible
al obtenido mediante interpolacion de medidas experi-
mentales o valores predichos por un modelo meteoroldgi-
coenlaregionde estudio. Este modelo de ajuste se puede
resolver mediante el método de elementos finitos.

Por tanto, en primer lugar sera necesario definir laregion
de estudio y realizar una malla de elementos finitos. La
informacion orografica de la region viene dada mediante
un mapa digital de elevacion del terreno. Sobre una cua-
dricula uniforme, este mapa nos proporciona la cota en
metros de cada uno de sus vertices. Un valor usual de la
resolucion de la cuadricula es de 20x20 m?.

Para entender mejor el procedimiento de simulacion de
campos de viento, vamos a ver un ejemplo concreto en la
Isla de Gran Canaria. En la figura 5 se observa la informa-
cion del mapa digital del terreno en una region rectangu-
lar de estudio, donde la escala de colores representa la
altura de los puntos, correspondiendo el color azul para
el nivel del mar y el rojo para la zona mas alta de la isla
donde la cota maxima es de unos 1.900 m. En la figura 6
se muestra laregidn tridimensional de aire donde se pre-
tende simular el campo de viento.

La malla de tetraedros se construye automaticamente
con la informacion de la region de estudio y con la preci-
sion introducida por el usuario para aproximar el relieve
(figura7). La malla queda definida una vez que se fijan las
coordenadas de todos los vértices de los tetraedros y los
cuatro vértices que posee cada tetraedro.

3.6 ENERGIA

1000

Figura 5. Cotas enmetros de laregidn de estudio de la Isla de Gran Canaria, obte-
nidas a partir de un mapa digital del terreno con una resolucién de la cuadricula
de 20x20 m2 Autores: R. Montenegro, G. Montero, J. M. Escobar, E. Rodriguez, J.
M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascdn, A. Pérez-Foguet, A. Oliver.

Figura 6. Regidn tridimensional alrededor de la Isla de Gran Canaria. Unicamente
se muestran tres de las seis caras de la region volumétrica. La cara inferior co-
rresponde a la superficie del terreno definida por un mapa digital de elevacion, y
las otras dos corresponden a paredes verticales planas. Autores: R. Montenegro,
G. Montero, J. M. Escobar, E. Rodriguez, J. M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut,
J.M. Cascén, A. Pérez-Foguet, A. Oliver.

Sobre lamalla de la figura 7 se aplica el MEF para aproxi-
mar la solucion de las ecuaciones diferenciales del mo-
delo de masa consistente y obtener el campo de viento
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Figura 7. Malla de tetraedros de la regién de estudio planteada en la figura 6.
Esta malla estd adaptada a la orografia y a la linea de costa de la Isla de Gran
Canaria. Autores: R. Montenegro, G. Montero, J. M. Escobar, E. Rodriguez, J. M.
Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascdn, A. Pérez-Foguet, A. Oliver.

Figura 8. Ejemplo del campo de velocidades de viento sobre una capa situada
a 100 m sobre el terreno. Autores: R. Montenegro, G. Montero, J. M. Escobar, E.
Rodriguez, J. M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascén, A. Pérez-Fo-
guet, A. Oliver.

Figura 9. Mddulo del campo de velocidades representado en la figura 8. En la es-
cala de colores, el azul corresponde al valor minimo del médulo de velocidad y el
rojo al valor mdximo. Autores: R. Montenegro, G. Montero, J. M. Escobar, E. Ro-
driguez, J. M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascon, A. Pérez-Foguet,
A.Oliver.

resultante en cualquier tetraedro de lamalla. En la figura
8 se muestra como ejemplo el campo de viento simulado
por el modelo a una altura de 100 m sobre el terreno. En
la figura 9 se representa el correspondiente modulo de
la velocidad. Puede observarse cdmo en las zonas mas
altas de laisla resultan los mayores valores.

El modelo de masa consistente puede ser Util como mo-
delo de diagndstico o de prondstico, en funcién de que el
campo interpolado se consiga a partir de medidas expe-
rimentales obtenidas por anemometros emplazados en
la region de estudio, o solo se utilicen valores predichos
por un modelo meteorolégico.

Generalmente, los modelos meteoroldgicos (entre los
que se encuentran MM5, WRF, HIRLAM, HARMONIE,
etcétera) utilizan el método numérico de diferencias fini-
tas para predecir magnitudes fisicas como la temperatu-
ra, humedad, precipitaciones, radiacion, viento, etcétera.
Normalmente pueden llegar a obtener resultados con
una resolucién horizontal maxima de 1km. Esto hace que
puedan tener una vision poco aproximada de las irregula-
ridades de la superficie del terreno. Sin embargo, la com-
binacién de los modelos meteorolégicos con el modelo
de masa consistente de elementos finitos adaptativos
puede mejorar las predicciones del viento, especialmen-
te en terrenos de orografia irregular donde este modelo
numeérico puede llegar a resoluciones espaciales del or-
den de metros.

La simulacién de campos de viento se aplica, entre otras
cosas, para realizar mapas de potencial edlico de unare-
gion, con el proposito de detectar los mejores emplaza-
mientos de los parques. Obtener predicciones a 24 horas
de la potencia que podran generar los parques edlicos
existentes también tiene mucho interés; en particular, es
crucial para la gestion dptima de lared eléctrica.

DISPERSION DE CONTAMINANTES

Dedicamos este breve apartado a la simulacién de la dis-
persion de contaminantes emitidos por las chimeneas
de centrales térmicas convencionales. Este fendmeno
fisico esta gobernado por un conjunto de ecuaciones



diferenciales evolutivas y acopladas de tipo conveccidn-
difusién-reaccion, donde las incdgnitas son las concen-
traciones (g/m3) de los diferentes compuestos quimicos
contaminantes (50,,NO,,SO,,NO,....) en cualquier punto
de laregion de estudio. En este fenomeno fisico el campo de
viento interviene en las ecuaciones y juega un papel fun-
damental, ya que el efecto del transporte de los contami-
nantes suele predominar frente al efecto de la difusion.
Por ello, la combinacién del modelo de simulacion de cam-
pos de viento junto con el modelo de dispersidn de con-
taminantes puede ser muy Util tanto desde el punto de
vista de diagnostico como de pronostico.

De esta forma, el modelo puede predecir episodios futu-
ros de contaminacion en funcién de las condiciones me-
teorologicas determinadas por un modelo meteoroldgico.
As{ las centrales eléctricas podran planificar su actividad
estimando de antemano el impacto que causaran sus emi-
siones, observar con detalle su efecto en puntos concre-
tos del territorio, y predecir el alcance de episodios me-
teorologicos adversos como tormentas o fuertes vientos.

Para incluir el efecto de la elevacion de los gases emiti-
dos por las chimeneas, el modelo numérico modifica la
componente vertical del viento en la zona de influencia
dela que parte de laboca de la chi-
menea. En |a figura 10 puede observarse un ejemplo con
un detalle del campo de velocidades de viento modifica-
do sobre un terreno de orografia irregular. Ademas, en
la parte inferior derecha de la figura puede verse que la
geometria de la chimenea esta captada por malla adap-

Figura 10. Detalle de una simulacién de dispersién de contaminantes emitidos
por una chimenea ubicada en la parte inferior derecha de la figura. Autores: R.
Montenegro, G. Montero, J. M. Escobar, E. Rodriguez, J. M. Gonzdlez-Yuste, F.
Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascon, A. Pérez-Foguet, A. Oliver.

3.6 ENERGIA

tativa de tetraedros. También se muestra la trayectoria
alabeada de la pluma contaminante.

Para resolver las ecuaciones diferenciales evolutivas (cuya
solucién depende del tiempo) es necesario conocer la con-
centracion de todos los contaminantes en el instante inicial y
las condiciones de contorno, entre las que se encuentran los
datos de emision, es decir, las concentraciones de los gases
a la salida de la chimenea (normalmente del orden de unos
gramos por metro clibico). Desde el punto de vista medioam-
biental, elmayor interés de laaplicacidn del modelo numérico
es poder determinar los valores de de los contami-
nantes, es decir, sus concentraciones sobre la superficie del
terreno. Estos valores son mucho menores que los existen-
tes en los focos de emisidn. Los drdenes de magnitud de los
valores de inmision suelen estar expresados en miligramos o
microgramos por metro clibico. Tanto las emisiones como los
valores de inmision estanregulados por normativas.

0.2l 1700 bS] B G- 0%

Figura11. Ejemplo de inmisién de SO4 sobre la superficie del terreno. Laescala de
colores corresponde a los valores de la concentracién en g/m3 obtenidos en un
instante de la simulacidn numérica. La chimenea se encuentra ubicada a la dere-
cha de la figura. Autores: R. Montenegro, G. Montero, J. M. Escobar, E. Rodriguez,
J. M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascén, A. Pérez-Foguet, A. Oliver.

RADIACION SOLAR

En el disefio de placas solares y, en general, de sistemas
de energia solar, es muy importante estudiar la radia-
cion recibida en un lugar determinado. En este apartado
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veremos como se estiman estos valores a través de un
modelo de , que tiene aplicaciones simi-
lares a las expuestas para el modelo de simulacidn de
campos de viento: la generacion de mapas de radiacion,
la localizacion de emplazamientos 6ptimos de parque
solaresy la prediccion de la potencia generada.

La radiacion solar sobre la superficie de la Tierra se
mide normalmente en términos de potencia o energfa.
En concreto, en un punto de la superficie del terreno, se
denomina a la potencia (W/m?) recibida por
unidad de superficie, y se llama a la energla
(J/m?) captada por unidad de superficie a lo largo de un
intervalo de tiempo. Nos podemos preguntar cual es la
potencia maxima que se puede obtener a partir de la ra-
diacién solar en condiciones 0ptimas. Se puede tener una
idea de esta cantidad a partir de la que
se define como la energia captada, por unidad de tiem-
poy area, por una superficie situada a la distancia media
entreelSoly laTierra, y ortogonal a la linearecta que une
sus centros. Este valor es del orden de 1.350 W/m? de tal
manera que sobre la superficie de la Tierra se pueden lle-
gar a captar en dias despejados del orden de 1.000 W/m?.

Tierra

W
INeorie)

x
fExie)

Figura 12. Posicion relativa del Sol con respecto de un punto de la superficie de
la Tierra. Se representan el azimut solar « y la altura solar 8. Autores: R. Mon-
tenegro, G. Montero, J. M. Escobar, E. Rodriguez, J. M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L.
Ferragut, J. M. Cascén, A. Pérez-Foguet, A. Oliver.

Para evaluar la radiacidn recibida en un punto de la su-
perficie de la Tierra -donde nos gustaria colocar las pla-
cas solares-, es necesario conocer la posicion relativa
del Sol, que queda definida por el azimut solar a y la
altura solar B seglin se representa en la figura12. Estos
angulos varian en funcion del instante considerado a lo
largo todo el afio.

La radiacion total captada por una superficie inclinada
-la placa- que se encuentra en un punto de la superficie
delaTierra(definido por sulatitud-longitud), puede eva-
luarse a partir de modelos fisico-matematicos como la
suma de la radiacidn directa (incidencia directa desde
el Sol, si no hay obstaculos totalmente opacos entre el
puntoy el Sol), la difusa (dispersada por los componen-
tes de la atmdsfera) y la reflejada (por el suelo en fun-
cion de su albedo). La irradiancia global recibida sobre
una superficie horizontal puede medirse con un aparato
denominado y la directa con un

.En el caso de dias despejados (cielo limpio) y en
puntos que “ven” el Sol, tanto la radiacién difusa como
la reflejada suelen ser despreciables frente a la directa.
Por tanto, para la evaluacion de la radiacion directa es
muy importante conocer las zonas de la superficie del
terreno que se encuentran en sombra. Este aspecto es
crucial en el caso de terrenos con orografia irregular.

Conocida la posicion relativa del Sol, y teniendo una
aproximacion de la superficie del terreno mediante una
triangulacion (por ejemplo, la figura 7), es relativamente
sencillo determinar para cielo limpio qué triangulos estan
en sombra y cudles estan directamente iluminados por el
Sol. Laideaseria: dado untriangulo, ver siexiste algun otro
triangulo de la malla superficial que se interponga entre él
y el Sol. Teniendo en cuenta esta informacidn, se puede
evaluar laradiacion directa, difusay reflejada recibida con
cielo limpio por cada uno de los triangulos de la malla uti-
lizando el modelo presentado en la bibliografia recomen-
dada (ver Montero G, Escobar J. M, Rodriguez E. y Mon-
tenegro R.). Si se conocen las condiciones de nubosidad y
calima (utilizando modelos meteoroldgicos o medidas ex-
perimentales en puntos de la region), se puede evaluar un
coeficiente de atenuacion de laradiacion con cielo limpioy
aproximar finalmente la radiacion real con cielo cubierto.

El modelo de radiacion se ha aplicado en la isla de Gran
Canaria, que posee una orografia bastante irregular. En
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Figura 13a. Mapa tipico de irradiacién total (J/m2) con cielo limpio en la Isla de
Gran Canaria durante el mes de diciembre. Autores: R. Montenegro, G. Montero,
J.M.Escobar, E. Rodriguez, J. M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascdn,
A. Pérez-Foguet, A. Oliver.
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Figura 13b. Mapa tipico de irradiacién total (J/m2) y con cielo real en la Isla de
Gran Canaria durante el mes de diciembre. Autores: R. Montenegro, G. Montero,
J.M.Escobar, E. Rodriguez, J. M. Gonzdlez-Yuste, F. Diaz, L. Ferragut, J. M. Cascdn,
A. Pérez-Foguet, A. Oliver.
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3.6 ENERGIA

la figura13(a) se representa un mapa tipico de irradiacion
(J/m?) total con cielo limpio durante todo el mes de di-
ciembre. Para obtener este mapa, el modelo ha calculado
la irradiancia (W/m?) cada diez minutos y se ha integrado
alolargo de todo el mes.

En la figura13(b) se muestra la correspondiente irradia-
cion con cielo real. Obsérvese que la escala de colores
es diferente para cada figura, de manera que para un
mismo punto de la isla la radiacion real es menor o igual
que la existente con cielo limpio. Los cambios bruscos
de azularojo son debidos a barrancos muy pronunciados

EJERCICIOS

1Interpolacion de cotas orograficas en un triangulo.

Un triangulo situado en el plano horizontal x, y tiene
sus vertices en los puntos A (0,0), B (1,0)y C (0,1).
Silas cotas de los tres vértices son z=h,, z=h, y z=h,,
respectivamente, razona y da una estimacion de la
cotaz = h, de un punto P (x.y) del triangulo, en los
cuatro casos siguientes:

a)P(0350.27),h,=0,h,= 0y h,=0.
b) P (1/3.0),h,=0,h = 1yh.=0.
¢)P(1/3,1/3),h,=0,h = 1yh = 1.
d)P(1/32/3),h,=1,h =2y h_=4.

2 Curva de potencia de un aerogenerador ideal.

Teniendo en cuenta el Destacado en el que se pre-
senta una férmula que relaciona la velocidad del
viento con la potencia maxima teorica que puede ex-
traerse enun aerogenerador de eje horizontal conun
radio rde rotor:
P=%dvar

donde P es la potencia en vatios (W), des la densidad
del aire enkg/m?, v es la velocidad del viento en m/s y
r estd expresado en metros, representa esta curva to-
mando los valores de la velocidad en el eje de abscisas
yde lapotenciaen el eje de ordenadas, y considerando
fijos los valores ded = 1.24 kg/m*yr = 10 m. Evalua al
menos la potencia para cinco valores de la velocidad
(v=0,1,2,3,4 m/s)y aproxima la curva uniendo me-
diante tramos rectos la potencia en esos cinco puntos.
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que existen en la isla. En el fondo de estos barrancos
se tiene un valor de irradiacion mas pequefio que en las
crestas. Por esta razon es muy importante que la malla
aproxime suficientemente bien las irregularidades del
terreno.
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Se comparan los resultados obtenidos mediante dos mo-
delos diferentes de simulacién de campos de viento. El
primero utiliza solamente una malla de triangulos de la
superficie del terreno y el segundo considera una malla
tridimensional de tetraedros. La comparacion se realiza
entre los valores del viento obtenido con los dos mode-
los y datos experimentales de viento medidos en un par-
que edlico. En concreto, el parque se encuentra ubicado
en la provincia de Lugo y esta gestionado por la empresa
Desarrollos Edlicos S. A.
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(2009): "Solar radiation and shadow modelling with adap-
tive triangular meshes". Solar Energy, vol. 83, pp. 998-1012.

En este articulo se presenta un modelo de radiacion
solar, basado en el analisis de las sombras producidas so-
bre la superficie del terreno. Con el propdsito de poder
abordar el problema con un coste computacional razona-
ble, se aproxima la orografia con una malla de triangulos
adaptada a las irregularidades del terreno. Se presentan
resultados de mapas de radiacion obtenidos en la isla de
Gran Canaria.

Diaz, F, Escobar, J. M., Montenegro, R, Montero, G. y Ro-
driguez, E. (2012): "An adaptive solar radiation numerical
model". Journal of Computational and Applied Mathe-
matics, vol. 236, pp. 4611-4622.

En la misma linea que el trabajo anterior, se presenta
un avance en el modelo de radiacion solar que tiene en

3.6 ENERGIA

cuenta el concepto de afio tipico meteoroldgico. Utili-
zando un analisis estadistico de la radiacion recibida
durante varios afios, se puede obtener un rango de va-
riacion para las estimaciones de la radiacion solar. Se
presentanresultados de mapas de radiacion obtenidos
enlaislade Gran Canariay se comparan con valores ob-
tenidos en diferentes estaciones de medida.

Rodriguez, F. S. (2008): Tecnologia Industrial I. Madrid:
Mc-Graw-Hill.

Este libro de texto, orientado a alumnos de 1° de Bachi-
llerato, dedica cuatro de sus unidades a la energia y su
transformacion, a energias renovables y norenovables, y
ala energia en nuestro entorno.

MATERIALES AUXILIARES

LIBRO

McEwan, I. (2010): Solar. Barcelona: Anagrama. http://
www.anagrama-ed.es/titulo/PN_771.

Esta novela del escritor britanico lan McEwan es una sa-
tira sobre un hastiado fisico teorico, ganador del Premio
Nobel, cuya vida personal y ambicidn cinica lo llevan por
la busqueda de una solucion para el cambio climatico ba-
sada en energla solar. La novela muestra las dos caras de
la energia solar, que también es un negocio no muy limpio
para algunos.

PAGINAS WEB

A continuacion serelaciona una serie de paginas web que
pueden ser visitadas libremente en Internet. En la pagina
(a) se puede acceder a los detalles de los modelos numé-
ricos planteados en este capitulo; se incluyen articulos,
ponencias a congresos, conferencias, tesis doctorales,
software, etcétera. En concreto se puede acceder al con-
tenido de las referencias [4-10]. En las paginas (b) y (c) se
pueden ver dos conferencias sobre los modelos de pre-
diccion meteorologica, y sobre la prediccion edlica y so-
lar. Las paginas (d) y (e) contienen dos videos (en inglés)
que pueden servir para reflexionar sobre las energias
renovables y la sostenibilidad. En la pagina (f) se reco-
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ge una pelicula documental (en inglés con subtitulos en
espafiol) que trata de dar una visién muy particular de la
estructura de nuestra sociedad, apoyando a las energfas
renovables y las nuevas tecnologias para avanzar hacia
un mundo mas sostenible, en contraposicion a intereses
econdmicos y de otra indole. Las paginas (g) y (h) tienen
mapas de viento de Espafia y Europa, respectivamente.
Por ultimo, en (i) puede verse un breve documental acer-
ca de aspectos técnicos relacionados con la generacion
de energla eolica.

a) http://www.dca.iusiani.ulpgc.es/proyecto2012-2014.
Pagina web del proyecto de investigacion Avances en
Simulacion de Campos de Viento y Radiacion Solar,
referencia CGL2011-29396-C03-01, financiado por el
Ministerio de Economia y Competitividad y FEDER,
durante el trienio 2012-2014.

b) https://www.youtube.com/watch?v=5FffjmzpZfl. AE-
MET como Suministrador de Datos Basicos de Pre-
dicciones Meteoroldgicas. J. A. Garcla-Moya, Agencia
Estatal de Meteorologia (AEMET), 2011.

c) https://www.youtube.com/watch?v=GfazpnlQ6mw.
Prediccion Edlica y Solar. P. Martin, Red Eléctrica de
Espafia (REE), 2011.

d) http://youtu.be/oRQB2YXUxvY?hd=1. "How Many Li-
ght Bulbs?" Cambridge Ideas. Cambridge University,
20009.

e) http://youtu.be/Gz L6KugvFI?hd=1. "The future of
energy?" Cambridge University, 2012.

f) http://www.youtube.com/watch?v=cJyKrK90co0. Zei-
tgeist addendum (Peter Joseph, 2008). Pelicula docu-
mental producida por Peter Joseph.

g) http://atlaseolico.idae.es/. Mapas edlicos de Espafia.
Instituto para la Diversificacion y Ahorro de la Energfa.

h) http://www.windatlas.dk/Europe/About.html. Atlas
de Viento de Europa. Rise National Laboratory for

Sustainable Energy. Technical University of Denmark
(DTU).

i) http://www.youtube.com/watch?v=UV3yLeu40AY
(parte 1). http://www.youtube.com/watch?v=BYQCW-
2ygfz0 (parte 2). Documental en dos partes sobre ge-
neracion de energia edlica. Subido a YouTube por Se-
bastian Andrés Martinez Vera.

PELICULAS

Pozos de ambicidn (There will be blood) (Paul Thomas An-
derson, 2007). Una historia sobre la avaricia y la ambicion
por lariqueza y el poder. Daniel Plainview, tras encontrar
un rico yacimiento de petréleo en 1902, se convierte en un
acaudalado magnate. Cuando, afios después, intenta
apoderarse de un nuevo yacimiento, tiene que enfren-
tarse al predicador Eli Sunday (Paul Dano). La pelicula es
una adaptacion de la novela Petroleo del famoso escritor
estadounidense Upton Sinclair.

Avatar (James Cameron, 2009). Pelicula de ciencia fic-
cion estadounidense de 2009, escrita, producida y di-
rigida por James Cameron y protagonizada por Sam
Worthington, Zoe Saldafia, Sigourney Weaver, Stephen
Lang y Michelle Rodriguez. Ambientada en el afio 2154,
los acontecimientos que narra se desarrollan en Pando-
ra, una luna del planeta Polifemo habitada por una raza
humanoide llamada na'vi, con la que los humanos se en-
cuentran en conflicto debido a que uno de sus clanes
estd asentado alrededor de un gigantesco arbol que cu-
bre una inmensa veta de un mineral muy cotizado y que
supondria la solucion a los problemas energéticos de la
Tierra. El programa Avatar permite transportar la mente
de los cientificos a unos cuerpos artificiales de na'vipara
que la comunicacién con los nativos resulte asi mas sen-
cilla. El protagonista Jake Sully descubre la realidad de
Pandora y comprende que se trata de la pugna entre la
sostenibilidad basada en la identificacion con la natura-
lezay la explotacion despiadada de los recursos.



SERIE

The price of bio fuels. Serie de la BBC sobre los com-
bustibles obtenidos de cultivos que muestra que su uso
puede ser, paraddjicamente, mas nocivo que el de los
combustibles fdsiles. De esta potencial solucién a las
necesidades de combustibles de nuestra sociedad, la se-
rie permite abrir un debate sobre las controversias que
generan. Disponible en http://www.bbc.co.uk/program-
mes/p00775hl.

3.6 ENERGIA

DOCUMENTAL

Alternative energy. Serie de Discovery Channel sobre el
desarrollo de diferentes energias alternativas a las tradi-
cionales. Disponible en http://video.nationalgeographic.
com/video/environment/energy-environment/alterna-
tive-energy/.
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Un laser hacia las estrellas
Autor: Roberto Porto Mata. FOTCIENCIA9

Desde el observatorio astrondmico de Izafia situado en el Parque Nacional del Teide en
Tenerife (declarado Patrimonio de la humanidad por la Unesco), la Estacion Optica Terrestre
emite un rayo ldser al espacio que se pierde entre los rastros dejados por cientos de
estrellas a medida que la tierra va girando sobre si misma. El polvo del desierto del Sahara
arrastrado hasta Canarias por los vientos da un color anaranjado al cielo de Tenerife. Enla
esquina inferior izquierda se aprecia el destello de un satélite artificial Iridium, conocido
como Iridium Flare. En tierra podemos ver otros telescopios del observatorio de Izafig,
mientras que las lineas azuladas y los destellos en tierra son producidos por los coches de
los astrénomos al acabar su turno y volver a casa. Para obtener esta foto se unieron 246
fotografias de 30 sequndos de exposicién cada una.
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Este capitulo presenta el marco de conocimientos ma-
tematicos que sirven a entender los movimientos que
se producen en el Sistema Solar. La intencion del autor
es didactica: muestra que las matematicas contribuyen
a entender la situacion del planeta Tierra, explica los
movimientos de los planetas en el Sistema Solar, e in-
terpreta las trayectorias de los satélites artificiales y
de las naves espaciales.

El capitulo tiene dos partes claramente diferenciadas.
La primera esta dedicada a mostrar los dos grandes
modelos que la humanidad ha utilizado a lo largo de la
historia para entender los movimientos planetarios: el
modelo geocéntrico, cuya versién mas avanzada pro-
porciond Ptolomeo, y el modelo heliocéntrico, cuyo
culmen se logra con la ley de la Gravitacion Universal de
Newton y el problema de los dos cuerpos. Las segunda
parte se dedica a los movimientos de los satélites ar-
tificiales, con los cuales se hacen predicciones exactas
del tiempo, proporcionan asistencia para la conduccion
através del sistema GPS y realizan comunicaciones via
satélite a cualquier parte de la Tierra, entre otras apli-
caciones.

El capitulo se inicia con la introduccion de las curvas
conicas, cuyo origen histérico procede de intersecar un
cono recto con un plano. Contintia con una revision del
uso de las conicas por los griegos en la época clasica,
su implicacion en problemas como el de la duplicacion
delcubo, y unbreve estudio de la elipse. A continuacidn,
se describen los fundamentos del sistema geocéntrico
de Ptolomeo, se muestran las trayectorias circulares de
los planetas, se explica el modelo de los epiciclos, y se
presentan los argumentos que, en su momento, sirvie-
ron pararechazar el movimiento de la Tierra.

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

Se pasa a continuacion a la descripcion del Modelo He-
liocéntrico, la discusion de sus ventajas y los fendme-
nos que ven{a a explicar debido a deficiencias del mode-
lo anterior. Se ilustran las aportaciones de Copérnico,
Galileo y Kepler. El uso de las elipses para describir la
trayectoria de cada planeta simplifica y mejora el mo-
delo heliocéntrico.

A continuacién se presentan las contribuciones de New-
ton, conlaley de la gravitacion universal, de Bradley, con
el movimiento de las estrellas y el paralaje, el problema
de los dos cuerpos, con la discusidn de las orbitas de
planetas y cometas en el sistema solar.

La lectura de esta parte puede seguirse por alumnos
de bachillerato de la modalidad de Ciencias y de Tec-
nologia ya que es clara y detallada, y ofrece la oportu-
nidad del trabajo conjunto en las asignaturas de Fisica
y de Matematicas. Tiene especial interés comparar la
explicacion de los movimientos de los planetas desde
los dos modelos que se presentan, mostrando sus dife-
rencias en la precisién alcanzaday en la explicacion que
proporcionan.

La segunda parte, como ya se ha comentado, se dedica
a diversas cuestiones sobre satélites artificiales, como
son el problema de su velocidad, puntos de lanzamien-
to, observacion de satélites, drbita geoestacionaria,
cambios en la orbita, trayectorias, y otras cuestiones
de interés para los sistemas de comunicaciones. Un
ultimo apartado, mas orientado a la divulgacion, viene
dedicado a los viajes interplanetarios y algunas cues-
tiones técnicas de interés asociadas. En este caso des-
taca la vinculacion curricular de estas nociones con los
contenidos de la materia comun Ciencia en el Mundo
Contemporaneo.






INTRODUCCION

Para entender el lugar que ocupa el planeta Tierra en el
universo las matematicas han jugado un papel esencial.
Desde Kepler sabemos que la Tierra es un planeta mas
del Sistema Solar y que, al igual que los otros, gira en
una orbita eliptica alrededor del Sol. Pero llegar a esta
vision ha sido una fascinante aventura en la ciencia, que
comenzd hace mucho tiempo. Empezé con la simple ob-
servacion del cielo nocturno: en él vemos las estrellas,
que giran como si estuvieran fijas en la esfera celeste,
y los planetas, junto con la Luna y el Sol, que van mo-
viéndose sobre el fondo estelar. Poco a poco se fueron
ideando modelos matematicos para predecir sus movi-
mientos. Este estudio nos llevé al modelo heliocéntrico;
las matematicas nos ayudaron a conocer el lugar que
ocupamos eneluniverso. Finalmente, entender las leyes
matematicas que gobiernan el movimiento de los plane-
tas nos ha permitido hacer los satélites artificiales, con
todos los avances que eso supone: satélites meteoro-
légicos que permiten hacer predicciones mas precisas,
sistema GPS que nos ayuda a conducir, comunicaciones
via satélite a cualquier parte de la Tierra, etcétera.

Eneste capitulo empezaremos viendo cémo las matema-
ticas nos han ido ayudando a comprender la situacion del
planeta Tierra, después veremos cdmo la ley de gravita-
cion de Newton explica los movimientos de los planetas
enelSistema Solary los satélites artificiales, y finalmen-
te veremos como este conocimiento nos permite disefiar
las trayectorias para enviar naves espaciales.

HISTORIA

Las curvas conicas son las que se obtienen al intersecar
un cono recto con un plano. Si el plano es perpendicular
al eje del cono, obtenemos una circunferencia. Segun
vamos inclinando el plano, obtenemos una elipse que
se va alargando, hasta que el plano sea paralelo a una
generatrizy obtenemos una parabola. Siseguimos incli-
nando el plano, obtenemos una hipérbola.

Circunferencia

Parabola

Hipérbolas

Figura 1. Secciones cdnicas obtenidas al cortar un cono con un plano. Imagen:
Tomds L. Gémez.

Parece que el primero en usar las curvas conicas fue
Menecmo, en el siglo IV a. C,, para resolver el problema
de la duplicacion del cubo. Hay varias historias sobre
como los griegos se interesaron en este problema. Se-
gun Plutarco, en el siglo IV a. C. los ciudadanos de De-
los consultaron al oraculo de Delfos para resolver sus
problemas politicos, y el ordculo respondid que debian
duplicar el tamafio del altar de forma cubica, es decir,
construir un cubo cuyo volumen sea el doble de un cubo
dado. Sorprendidos por esta respuesta, consultaron a
Platén, que interpretd esta respuesta en el sentido de
que debian dedicarse al estudio de la geometria y las
matematicas.

Platén propuso este problema a Eudoxo, a Arquitas y a
Menecmo, y este Ultimo encontré una solucion, usando
la interseccion de dos curvas cdnicas. Parece ser que a
Platén no le satisfizo su solucidn, porque, segtn él, no
usaba solo construcciones geométricas elementales,
sino que se valia de razonamientos mecanicos.

Duplicar el tamafio de un cubo usando solo regla y com-
pas quedd como uno de los problemas abiertos mas
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Figura 2. Construccidn de una elipse con cuerda y ldpiz. Imagen: Tomds L. Gémez.

famosos de la antigiiedad (junto con la cuadratura del
circulo y la triseccion de un angulo) hasta que Pierre
Wantzel demostro en 1837 que era imposible, pues la
ralz clibica de 2 no es un nimero constructible, es decir,
no se puede obtener desde un nimero entero usando
solo sumas, restas, multiplicaciones, divisiones, y rai-
ces cuadradas.

Independientemente de sus posibles aplicaciones prac-
ticas, los griegos se interesaron por el estudio de estas
curvas, que culmino con el libro Secciones Cénicas de
Apolonio de Perga.

Por ejemplo, conocia esta otra manera de definir la elip-
se: se fijan dos puntos Fy F” del plano llamados focos,
y la elipse es el lugar de puntos P del plano tales que la
suma de las distancias a los focos es una cantidad cons-
tante que denotamos 2a donde a es llamado el eje ma-
yor de la elipse, es decir: FP + PF’ = 2a.

Notese que, si los focos Fy F’ estan en el mismo sitio,
entonces obtenemos una circunferencia de radio a. Si
separamos los focos obtenemos una curva cada vez
mas achatada. Podemos dibujar una elipse con unas

1httpy//wwwmath.rutgers.edu/~cherlin/History/Papers1999/schmarge.html.

2 http;//wwwmat.ucm.es/catedramdeguzman/drupal/migueldeguzman/legado/his-
toria/apolonio/lasconi.

chinchetas pinchadas en los focos, una cuerda y un la-
piz, como se muestra en la figura, donde esta indicado el
semieje mayor a y el semieje menor b. La excentricidad
se define comoe =1 — (b/a). Por lo tanto, una circunfe-
renciatienee =0, unaelipse tiene O<e<1.La parabolase
obtiene como limite cuando el foco F’ tiende al infinito,
por lo que tienee = 1.

Los griegos también destacaron en el estudio de la
astronom(a. En la antigiiedad se pensaba que la Tierra
era el centro del universo, y que los astros giraban a su
alrededor. Cualquier observador del cielo se dara cuen-
ta, con el transcurso de los dias, de que las estrellas se
mueven todas juntas, como si estuvieranfijas en una es-
fera, pero que hay otros astros (el Sol, laLuna, y los pla-
netas) que se mueven con respecto a las estrellas. De
hecho, el nombre “planeta” viene del griego mhaving,
que significa errante o viajero.

Para los griegos, los astros pertenectan a un mundo per-
fecto, por lo que pensaban que su movimiento se tenia
que regir por la curva mas perfecta posible, que para
ellos era la circunferencia.

Tanto el Sol como la Luna parecen describir trayecto-
rias aproximadamente circulares con respecto a las
estrellas, por lo que estos astros no presentaban pro-
blema, pero el movimiento de los otros planetas es mas
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Figura 3. Modelo geocéntrico. Imagen: Tomds L. Gémez.



complicado, y los griegos idearon un sistema en el que
los planetas se mueven en una circunferencia (llamada
epiciclo) que a su vez se mueve en otra circunferencia
(llamada deferente), cada una con un periodo diferente.

Obsérvese que este sistema tiene varias peculiarida-
des. Los centros de los epiciclos de Mercurio y Venus
estan alineados con el Sol. Ademas, la linea que une
cada planeta con el centro su epiciclo es siempre para-
lela a la direccidn del Sol. Por otra parte, en todos los
planetas uno de los dos periodos (o bien la deferente, o
bien el epiciclo) dura exactamente un afio.

Todas estas casualidades se pueden explicar si trasla-
damos el centro de coordenadas al Sol. Quiza fue esto
los que llevd a Aristarco de Samos (310-230 a. C.) a pro-
poner un sistema heliocéntrico, en el que cada planeta
(incluyendo a la Tierra) giraba alrededor del Sol, y la
Luna lo hacia alrededor de la Tierra.

Desde un punto de vista experimental, ambos sistemas
predicen el mismo movimiento de los planetas, por lo
gue no sabemos por cudl decantarnos. El sistema de
Aristarco no fue aceptado por los griegos por varias
razones.

Por una parte, les parecia dificil creer que la Tierra se
moviera, pues pensaban que los objetos que no estaban
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Figura 4. Modelo heliocéntrico. Imagen: Tomds L. Gomez.

4.1 SISTEMA SOLAR

en contacto con el suelo (como, por ejemplo, las nubes o
los pajaros al volar) se deberian quedar atras. Hoy sabe-
mos que esto no es asi, pero entonces ellos todavia no
conocian bien las leyes de la dinamica.

Por otra parte, si la Tierra se moviera, veriamos las es-
trellas desde un punto de vista diferente en diferentes
momentos del afio, por lo que estas deber{an presentar
un movimiento oscilatorio llamado . Como no
percib{an este movimiento, o bien la Tierra estaba quie-
ta, o bien las estrellas estaban a una distancia muchisi-
mo mayor que el radio de la drbita terrestre, por lo que
el paralaje, aunque existiera, serfa inapreciable.

Los modelos descritos darian predicciones exactas si
las orbitas fueran circulares, pero en realidad son elip-
ticas. Esto hace, por ejemplo, que el movimiento apa-
rente del Sol sobre la esfera celeste no sea constante.
Para explicar esta anomalia, también hacian que este
girara en un epiciclo, como lo hacian los otros planetas,
aunque en este caso el periodo del epiciclo era igual al
periodo de la deferente.

Si sumamos el movimiento del Sol en el epiciclo con el
de la deferente, obtenemos un punto que gira a velo-
cidad constante en una circunferencia cuyo centro no
coincide con la Tierra. Es decir, podemos modelar el mo-
vimiento del Sol o bien con un epiciclo sobre su deferen-
te, o bien por medio de una odrbita excéntrica, es decir,
postulando que el Sol describe una érbita circular pero
que su centro esta levemente desplazado del centro de
la Tierra. Los griegos conocian que ambos modelos eran
equivalentes. En ambos casos la Tierra estd fija, por lo
que no habia ninguna razdn para preferir un modelo so-
bre otro.

Ptolomeo (90-168 d. C.) escribio el Almagesto, un tra-
tado de astronomia en el que, ademas de describir los
resultados de sus investigaciones, recopild todo lo co-
nocido en la antigliedad. Fue traducido por los arabes
(de donde procede el nombre con el que es conocido en
la actualidad), y fue el tratado de referencia en astrono-
mia hasta el final de la Edad Media.

Ptolomeo se dio cuenta de que el movimiento de los
planetas se podia describir de una manera mas precisa
sisuponia que el movimiento del centro del epiciclo alo
largo de la deferente no era constante, sino que en unos
puntos era mas rapido y en otros mas lento, de manera
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Figura 5. Ecuante excéntrica en el modelo de Ptolomeo. Imagen: Tomds L. Gdmez.

que sumovimiento fuera aparentemente constante vis-
to desde un punto que llamod el ecuante.

En el caso de Mercurio, su modelo es ain mas compli-
cado, pues el ecuante se mueve a su vez en una circun-
ferencia.

Alos astronomos arabes y persas de los siglos Xl y XIV
no les satisfacia el ecuante, pues les parecia en contra-
diccion con la idea aristotélica de que los movimientos
debian ser uniformes, as{ que idearon otros sistemas
en los que conseguian describir el movimiento de los
planetas usando solo movimientos uniformes, pero
afiadiendo epiciclos a los epiciclos. Fueron varios los
astrénomos que propusieron diferentes modelos para
conseguir este objetivo: el persa Al-Tusi (1201-1274), su
discipulo el kurdo Al Urdi (fallecido en 1266), y el &rabe
Ibn Al-Shatir (1304-1375).

Mas tarde, en occidente, Regiomontanus (1436-1476)
también introdujo un modelo alternativo para el mo-
vimiento de Mercurio y Venus. Parece que Copérnico
conocia estos modelos, y al tratar de simplificarlos con-
siderd poner al Sol en el centro del universo. Desde un
punto de vista estético, el modelo de Copérnico presen-
taba muchas ventajas. Por ejemplo, su modelo necesi-
taba menos circunferencias, por lo que era mas simple.

Ya no se daban las extrafias coincidencias que comen-
tabamos antes (que la linea que une cada planeta con
su epiciclo es siempre paralela a la direccion del Sol,
etcétera).

En el modelo de Ptolomeo, experimentalmente solo po-
demos fijar el cociente entre el radio de la deferente y
el del epiciclo, pero no sabemos los tamafios relativos
entre las deferentes de los distintos planetas. Pero en el
sistema de Copérnico, los tamafios relativos de las drbi-
tas de todos los planetas esta fijado, y ademas se cumple
la ley de que el periodo es mayor cuanto mas grande es la
orbita. Mas precisamente, se tiene que 77 es proporcio-
nalaa’ donde Tes el periodoy a es el radio de la orbita.

Ahora bien, para tener estas ventajas habia que supo-
ner que el Sol era el centro del universo, y que la Tierra
se movia como un planeta mas, algo que era dificil de
imaginar. Los historiadores no tienen claro si Copérnico
pensaba que este modelo representaba la realidad, o si
solo era un artificio para simplificar el modelo geocén-
trico, habida cuenta de que las posiciones calculadas
eran las mismas.

Galileo fue el primero que afirmdé que el heliocentrismo
no era solo un modelo matematico, sino que realmente
la Tierra giraba alrededor del Sol. Usando por primera
vez el telescopio para observar el firmamento, fue eli-
minando las dificultades que sus contemporaneos te-
n{an para admitir el modelo heliocéntrico.

Por ejemplo: en el modelo de Copérnico la Luna gira al-
rededor de la Tierra, pero esta a su vez se mueve. Algu-
nos pensaban que esto era imposible, pues la Luna se
quedaria atras. Pero Galileo descubrié que Jupiter tenia
cuatro satélites que giraban a su alrededor mientras Ju-
piter se movia, y que estos no se quedaban atras. Por
otra parte, descubrio¢ que Venus tenia fases igual que la
Luna, con lo que demostraba que Venus giraba alrede-
dor del Sol.

Gracias a estas observaciones, el modelo de Ptolomeo
quedo finalmente descartado, pero Tycho Brahe, a fina-
les del siglo XVI, ideo6 un tercer modelo. En su modelo,
el Sol y la Luna giran alrededor de la Tierra, y todos los
demas planetas giran alrededor del Sol. Cabe destacar
que este sistema ya habia sido propuesto en el siglo XV
por Nilakantha Somayaji, un astronomo indio de la es-
cuela de Kerala.



Desde un punto de vista moderno, podemos decir que,
cinematicamente, los sistemas de Copérnico y de Bra-
he son equivalentes, pues la tnica diferencia es donde
ponemos el centro de coordenadas. Estos fueron los
dos sistemas que entraron en conflicto en el proceso a
Galileo por la Inquisicion.

La escuela de Kerala fue fundada por el
matematico y astrénomo indio Madhava
de Sangamagrama (1340-1425) y fue ex-
tremadamente floreciente entre los siglos
XIV y XVL En un claro intento por resolver
problemas astrondmicos, la escuela cred un
buen numero de conceptos matematicos.
Los resultados mas destacados de su inves-
tigacion —que hacen referencia a las series
de funciones trigonométricas- fueron tra-
ducidos al sanscrito.

El trabajo de la escuela, completado dos
siglos antes de la invencidn del calculo en
Europa, aporto lo que hoy es considerado
como el primer ejemplo de series infinitas
(ademas de las geométricas). Sin embargo,
no formularon ninguna teoria sistematica
sobre diferenciacidn e integracidn ni existe
evidencia de que sus resultados traspasa-
sen las fronteras de Kerala.

Kepler, a principios del siglo XVII, simplificé ain mas el
sistema de Copernico, al usar elipses en vez de circun-
ferencias para describir el movimiento de los planetas
alrededor del Sol, con lo que ya no necesitaba epiciclos.
Las leyes de Kepler son:

1. La drbita de un planeta es una elipse, con el Sol en
uno de los focos.

2. Lalinea que une el Sol con el planeta barre la mis-
ma area en tiempos iguales.

4.1 SISTEMA SOLAR

3. El cuadrado del periodo orbital de un planeta es
directamente proporcional al cubo del semieje
mayor de la elipse.

Finalmente fue Newton quien dio los argumentos defi-
nitivos para descartar el sistema de Brahe. En su libro
Principios naturales de la filosofia natural, publicado
en 1687, expone la ley de la gravitacion universal, con la
que explica las leyes de Kepler, suponiendo que el Sol
tiene una masa mucho mayor que los planetas, por lo
que son estos los que giran a su alrededor. La Luna, por
su parte, gira alrededor de la Tierra, porque su distancia
a nosotros es mucho menor que su distancia al Sol (y
lo mismo ocurre con los satélites de Jdpiter). Ademas,
usando las leyes de la dinamica de Newton, ya no pode-
mos decir que el sistema de Brahe sea equivalente al
heliocéntrico, pues aunque ambos sistemas sean equi-
valentes cinematicamente, yano lo son dindmicamente,
pues solo uno de ellos puede ser un sistema de referen-
ciainercial.

Como ya hemos dicho, si la Tierra se mueve, entonces
la misma estrella se observa desde diferentes puntos a
lo largo del afio, por lo que esta deberia tener un movi-
miento aparente con un angulo llamado paralaje.

Elastrénomo James Bradley, hacia 1728, midid con pre-
cision la posicion de la estrella y Draconis. Debido a la
posicion de esta estrella, el paralaje debia producir un
movimiento aparente tal que alcanzara la posicion mas
al sur en diciembre, y lamas al norte enjunio. Pudo com-
probar que la estrella se movia, pero, para su sorpresa,
su posicion mas al sur se producia en marzo, y la mas al
norte en septiembre. La oscilacidn era de unos 40 se-
gundos de arco.

Tierra (Diciembre)

—_—

—— estrella

—

( ® 5ol |

N

Tierra (Junio)

= T =
paralaje | — - —
—

Figura 6. Paralaje producido por el movimiento de la Tierra. Imagen: Tomds L.
Gémez.
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James Bradley (1693-1762). Astrénomo
inglés que ejercié6 como astronomo real
desde 1742, es reconocido por dos descu-
brimientos fundamentales en astronomia:
la aberracion de la luz y la rotacion del eje
de la Tierra. Estos descubrimientos fueron
considerados “los mas brillantes y utiles
del siglo” por Jean Baptiste Joseph Delam-
bre, historiador de la astronomia, astréno-
mo matematico y director del Observatorio
de Paris, en su Historia de la Astronomia
(1821), porque “a estos dos descubrimien-
tos de Bradley le debemos la exactitud de la
astronomia moderna... Este doble servicio
garantiza a sudescubridor el lugar mas des-
tacado (después de Hiparco y Kepler) sobre
los mas grandes astronomos de todas las
épocas y todos los paises”.

Se denomina aberracion de la luz o abe-
rracion de Bradley a la diferencia entre
la posicién observada de una estrella y su
posicion real, debido a la combinacion de la
velocidad del observador y la velocidad de
la luz.

Bradley descubrié que el movimiento que habia detec-
tado se debla a la aberracidn de la luz, que también es
causada por el movimiento de la Tierra. Supongamos
que estamos bajo una lluvia que cae verticalmente. Si
empezamos a andar hacia adelante, nos dara la impre-
sion de que la lluvia cae de forma inclinada hacia noso-
tros. De lamisma forma, aunque la luz de y Draconis vie-
ne siempre de la misma direccion, al moverse la Tierra
nos parece que la direccion de la que viene cambia con
el tiempo.

Aunque Bradley no encontrd el paralaje, su descubri-
miento de la aberracidn de la luz fue igualmente conclu-
yente para demostrar que la Tierra se movia. Ademas,

como ya era sabida la distancia de la Tierra al Sol, y por
lo tanto su velocidad (30 km/s), pudo usar esta medi-
da para estimar que la velocidad de la luz era de unos
300.000 km/s.

No fue capaz de medir el paralaje de y Draconis porque
esta estrella estd bastante lejos (su paralaje es de solo
0,02 segundos de arco). Eligio esta estrella por ser bri-
llante y estar en la direccidn perpendicular al plano de
la drbita de la Tierra, por lo que el paralaje produciria un
movimiento circular (él solo media el desplazamiento
en direccién norte-sur).

Finalmente, Friedrich Bessel consiguié medir el para-
laje de la estrella 61 Cygni en 1838. Midid un angulo de 0,3
segundos de arco, resultando en una distancia de 10
afios luz. Esta estrella es muy débil, apenas visible a
simple vista, pero la eligid porque Giuseppe Piazzi
habia descubierto que se movia con respecto a las otras,
por lo que supuso que deberia de ser una de las es-
trellas mas cercanas. En vez de medir su posicion
absoluta, como hizo Bradley, midid su posicion relativa
a otras estrellas, que supuso, correctamente, que esta-
ban mucho mas lejos.

PROBLEMA DE DOS CUERPOS

Segun la ley de gravitacion universal de Newton, dos
cuerpos puntuales de masas My m, a distanciar, sufren
una fuerza atractiva dada por la férmula

donde G = 6,67 10-'! N(m/kg)? es la constante universal
de gravitacion.

Ambos cuerpos se mueven alrededor de su centro de
masas, pero si uno es mucho mas masivo, este coincide
practicamente con su centro, por lo que podemos supo-
ner que permanece en reposo. En cualquier caso, se de-
muestra que podemos poner el centro de coordenadas
enuno de los cuerpos, si sustituimos la masa del cuerpo
central por la suma M+m y la masa del cuerpo que se
mueve por la masa reducida Mm/(M+m). Si los cuerpos



son esféricos, se demuestra que la fuerza viene dada
por la misma formula, pero si tienen otra forma habria
que modificarla.

Debido a que la direccion de la fuerza es radial, se con-

serva el momento angular. Esto tiene dos consecuen-

cias:

* El movimiento se produce en el plano definido por los
dos cuerposy la velocidad relativa entre ellos.

*La linea que une el Sol con el planeta barre la misma
area en tiempos iguales (segunda ley de Kepler).

Y, debido a que la fuerza de atraccion gravitatoria dis-
minuye con el cuadrado de la distancia, Newton demos-
tro las siguientes consecuencias:

Las drbitas son cdnicas, con el cuerpo masivo en uno de
los focos (primera ley de Kepler)

El periodo T y el semieje mayor a estan relacionados
con la férmula (tercera ley de Kepler):

e G0y

Enelcaso de la elipse, tendremos una orbita periddica. En
el caso de la parabola o hipérbola, tenemos un cuerpo que
cae desde el infinito, se acerca al astro central, y finalmen-
te vuelve al infinito. La diferencia entre el caso parabélico
e hiperbdlico es que, en el primero, la velocidad final (cuan-
do eltiempo tiende ainfinito) es cero, pero en el hipebdlico
no es cero.

Elpunto de la 6rbita mas préximo al astro central se lla-
ma el periastro (perigeo, si el astro central es la Tierra,
o perihelio, si el astro central es el Sol). En el caso de
orbitas elipticas, el punto mas alejado se llama apoas-
tro (apogeo, en el caso de la Tierra, y afelio, en el caso
del Sol).

En el Sistema Solar, los planetas y asteroides tienen or-
bitas elipticas con excentricidades pequefias, mientras
los cometas tienen excentricidades altas, y sus orbitas
pueden incluso ser parabélicas o hiperbdlicas.

Supongamos que en un instante dado, la posicion y velo-
cidad de un astro vienen dadas por los vectores r y v.La
energla total es la suma de la potencial (E, = - GMm/r) y
la cinética (E, = mv %/2). Por lo tanto, elmomento angular
y la energia total por unidad de masa vienen dados por

4.1 SISTEMA SOLAR

2
-—GM v’

L=rxv y E . 3

donde hemos denotado por v y r las longitudes de los
vectores correspondientes. Suponemos que los vecto-
res posicion y velocidad no tienen la misma direccion,
pues en tal caso la orbita estaria en la linea recta de-
finida por los dos astros, y tendriamos una caida libre
rectilinea. La relacion entre el mdédulo L del momento
angular Ly la energia total E, con los parametros ey p
de la érbita vienen dados por:

L2

p:—

=y e=)/1+ A LE
Obsérvese que el signo de la energia determina el tipo
de drbita: Si E>0, tenemos e>1 (¢érbita hiperbdlica), si
E =0ese = 1(orbita parabdlica) y si E<0 es e<1 ¢rbita
eliptica. Es decir: si la energla total es negativa, la or-
bita sera periddica, y si la energia es cero o positiva, el
cuerpo terminara alejandose indefinidamente del astro
central.

EnelSistema Solar, lamasa del Sol es mucho mayor que
la de los planetas, as{ que, en primera aproximacion, po-
demos ignorar la fuerza de gravedad entre los planetas,
y obtenemos que cada uno sigue una elipse alrededor
del Sol. Pero para obtener posiciones mas precisas,
es necesario tener en cuenta la atraccidn gravitato-
ria entre los planetas. Esto hace que las drbitas de los
planetas vayan variando lentamente en el transcurso
de los siglos. El astrénomo y geofisico serbio Milutin
Milankovitch (1879-1958) propuso que las variaciones
de la drbita de la Tierra por estas perturbaciones son
responsables de cambios en el clima, como por ejemplo
las glaciaciones.

SATELITES ARTIFICIALES

El 4 de octubre de 1957 la Unidn Soviética sorprendio
al mundo poniendo en drbita el primer satélite artifi-
cial. Para conseguir poner un objeto en 6rbita, no solo
hay que elevarlo por encima de la atmaésfera, sino que
ademas hay de darle una velocidad para que la fuerza
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centrifuga compense a la gravitacion, y asi evitar que
caiga de nuevo a la Tierra. La fuerza centrifuga que su-
fre un objeto de masa m girando en una trayectoria cir-
cular de radiory con periodo T es (2w/T)*rm. Igualando
con la fuerza de gravedad, y teniendo en cuenta que la
velocidad en una drbita circular es v = 2nur/T, tenemos

GMm _ (2
r2 T

2
3 . _1/GM
r3 ; v=
r

rm

2

T2= (=1L

GM

Por ejemplo, la Estacion Espacial Internacional, gira al-
rededor de la Tierra a unos 400 km de altura. El radio
ecuatorial de laTierraes de 6.378 km, por lo que el radio
de la orbita de estacion espacial es de unos 6.778 km.
Como lamasade la Tierraes M = 5,972 10%kg obtene-
mos un periodo T = 5.556 segundos, y en consecuencia
una velocidad de v = 27ur/T = 7.665 m/s = 27.590 km/h.

Como vemos, la mayor dificultad para poner un satélite
en orbita no es subirlo unos cientos de kilometros, sino
darle la velocidad de miles de kilémetros por hora. Una
cosa a tener en cuenta es que, debido a la rotacion te-
rrestre, los objetos sobre su superficie ya cuentan con
cierta velocidad circular. Esta velocidad es cero en los
polos, y llega hasta 1.600 km/h en el ecuador. Esta es la
razon por la que las bases de lanzamiento de cohetes se
suelen poner lo mas proximas posible al ecuador. En el
caso de Estados Unidos es Cabo Cafiaveral (latitud 28°),
en Florida, pero la Unidn Soviética tuvo que conformar-
se con Baikonur (latitud 45°). Europa envia sus cohetes
desde la base de Kourou, en la Guayana Francesa, con
una latitud de solo 5°.

Observar satélites a simple vista es muy sencillo, al
principio o al final de la noche, o cuando ya es de noche
pero a la altura a la que van los satélites todavia alcan-
zan los rayos del Sol. Aparecen como puntos luminosos
moviéndose con respecto a las estrellas, y se pueden
confundir con aviones. En la pagina web http://www.
heavens-above.com/ se pueden encontrar predicciones
para saber qué satélites son observables desde un lu-
gar determinado.

En la siguiente fotografia se ve la Estacion Espacial In-
ternacional. Se mueve de izquierda a derecha, y va desa-
pareciendo seglin va entrando en la sombra de la Tierra.
La fotografia se hizo el 27 de diciembre de 2012, desde
el campus de la Universidad Auténoma de Madrid, con
una camara Nikon D7000, 1SO 800, longitud focal 18
mm, /3.5, con una exposicion de 30 segundos.

Figura 7. Estacion Espacial Internacional. Autor: Tomds L. Gdmez.

Se llama a una orbita circular,
en el plano del ecuador terrestre, con un periodo T igual
al periodo de rotacion de la Tierra. Esto ocurre a una
distancia sobre el ecuador de 35.786 km. La ventaja de
este tipo de orbita es que, como la Tierra y el satélite
tienen la misma velocidad angular, desde un punto de
la Tierra da la impresion de que el satélite esta inmovil.
Esto es especialmente conveniente para satélites de
telecomunicaciones, o para satélites que emiten cade-
nas de television, porque la antena parabdlica estara
fija, dirigida siempre hacia el satélite, sin necesidad de
moverse. El primero que explicd con detalle las ventajas
de esta orbita para las telecomunicaciones fue el escri-
tor de ciencia ficcion Arthur C. Clarke, en un articulo en
la revista para radioaficionados Wireless World.

Con una cédmara normal podemos fotografiar estos
satélites. La fotografia adjunta se ha hecho con una ca-
mara Nikon D7000, objetivo ajustado a distancia focal
de 75 mm., f/5.6, ISO 6400, y exposicién de 30 segun-
dos, sobre un tripode fijo (figura 8). Las estrellas apa-
recen como rayas, por sumovimiento aparente a causa
de la rotacion terrestre, pero los satélites aparecen
como puntos fijos. Como referencia, se ha dibujado una
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Figura 8. Satélites geoestacionarios de comunicaciones. La circunferencia muestra el tamafio aparente de la Luna. Imagen: Tomds L. Gdmez.

circunferencia con el tamafio que tendr{a la Luna. Los
cuatro satélites que aparecen en la fotografia son saté-
lites de comunicaciones.

Supongamos que ya tenemos un satélite en una orbita
circular baja, y que queremos llevarlo a la orbita geoes-
tacionaria. Esto se suele hacer siguiendo la trayectoria
de transferencia de Hohmann, que toma su nombre del
cientifico aleman Walter Hohmann, que ideo esta tra-
yectoria en1925. Llama la atenciéon que mas de 30 afios
antes del lanzamiento del primer satélite, cuando los
viajes espaciales todavia pertenecian a la ciencia fic-
cion, algunos cientificos ya investigaban sobre estos
temas.

Figura 9. Trayectoria de Hohmann. Imagen: Tomds L. Gémez..

En general, para pasar de una drbitacircular de radior, a
otra de radio mayor r, usamos una elipse cuyo periastro
este a distancia r, y apoastro ar,. En el punto P, se le
daunimpulso al satelite, encendiendo los motores para
conseguir un incremento de velocidad Av,. A partir de
este momento el satélite se mueve por la érbita elipti-
ca,y al llegar al punto P,, se le vuelve a dar otro impulso,
incrementando su velocidad en Av,, para que su orbita
se convierta en la orbita circular de radior,.

La también se puede usar para
pasar de una orbita mayor a otra menor, es decir, cuando
r,<r,.En ese caso, ambos incrementos de velocidad son
negativos: primero disminuimos la velocidad para pasar
a una orbita eliptica, y al llegar al periastro volvemos a
disminuir la velocidad para quedarnos en la nueva orbi-
tacircular.

Como los satélites geoestacionarios estan sobre el
ecuador, cuando los vemos desde latitudes cercanas al
polo aparecen muy proximos al horizonte. Esto puede
ser un problema, pues pueden quedar ocultos por mon-
tafias, arboles, etcétera. Como gran parte de la antigua
Unidn Soviética estaba a gran latitud, los ingenieros so-
viéticosidearonlallamada érbita de Molniya, una érbita
muy eliptica, inclinada 63,4° sobre el ecuador, con una
altura minima de 500 km y maxima de 39.867 km. Cuan-
do se encuentra en el perigeo se mueve mas despacio,
asique se encuentra casitodo el tiempo en la vertical de
las latitudes altas. El periodo es de medio dia, por lo que
vuelve a estar en la misma posicion dos veces al dia. Se
suelen usar a la vez tres satélites en este tipo de 6rbita
para garantizar que, en cualquier momento, al menos
uno de ellos esté bien situado para las comunicaciones.

281



282

UNIDAD DIDACTICA. MATEMATICAS DEL PLANETA TIERRA

VIAJES INTERPLANETARIOS

Supongamos que queremos enviar una nave a Marte.
Hoy en dia, los cohetes que llevan las naves espaciales
son capaces de dar un impulso grande durante interva-
los de tiempo pequefios, por lo que las trayectorias se
disefian de tal forma que durante casi todo el viaje el
motor vaya apagado, y solo se enciende en momentos
puntuales para acelerar o frenar la nave.

Primero pondremos la nave en drbita terrestre, como
hemos visto en el apartado anterior. Por ejemplo, pode-
mos elegir una érbita circular a 400 km sobre la Tierra,
que como ya hemos visto, supone una velocidad de unos
27.000 km/h. Para escapar de la gravitacion terrestre,
no nos sirve una orbita eliptica, sino que necesitamos,
al menos, una orbita parabdlica, es decir, con excentri-
cidad e = 1. Segun la férmula que relaciona la excentri-
cidad con la energia total, tendremos e = 1 cuando la
energla total E sea cero. Segun la férmula de la energia
total, siestamos aunadistancia rdel centrode la Tierra,
tendremos E = 0 cuando la velocidad v sea

_1/2GM
v, =
r

Es lallamada velocidad de escape. Si estamos a 400 km
sobre la Tierra, la distancia al centro es r = 6.778 km,
por lo que la velocidad de escape sera10.839 m/s. Es de-
cir, unos 11 km por segundo, o, lo que es lo mismo, unos
39.000 km por hora.

Asi que encenderemos los motores hasta que la nave
alcance esta velocidad. Una vez alcanzada, se apagan
los motores, y, visto desde la Tierra, la nave se alejara,
moviéndose cada vez mas lentamente, hasta que esté
tan lejos que la gravitacion terrestre sea despreciable,
momento en el que parecera desde la Tierra que tiene
velocidad cero.

Visto desde fuera, veremos que la Tierray lanave se van
separando, cada vez mas lentamente, hasta seguir tra-
yectorias paralelas. Es decir, a partir de este momento
podemos suponer que la nave gira alrededor del Sol en
una orbita circular conradio R , el radio de la orbita te-
rrestre, y querriamos llegar hasta Marte, que tiene una

orbita circular con radio R_ (enrealidad las 6rbitas son
elipticas, pero para simplificar supondremos que son
circulares).

Este es un problema analogo al que nos encontrabamos
cuando querfamos subir de una drbita terrestre bajaala
orbita geoestacionaria, y podemos hacer lo mismo que
entonces: usar la trayectoria de Hohmann. Asi que pri-
mero aceleraremos para pasar a una orbita eliptica, con
perihelio R, y afelio R . Al llegar al afelio, volveremos
a acelerar, para que nuestro movimiento sea paralelo al
de Marte.

En este momento, desde Marte se verd que la nave esta
en reposo, y que empieza a caer, debido a la gravedad
marciana, en una orbita parabdlica. La ultima acelera-
cion hay que hacerla cuidadosamente, para que en el
movimiento parabélico la distancia al periastro mar-
ciano sea la adecuada y la nave no se estrelle contra la
superficie.

Marte 3 _Pic 96
Dic 96

Marte 4

Figura10. Trayectoria que siguid el Mars Path Finder. Imagen: Tomds L. Gémez.

Cuando llegue al periastro marciano, disminuiremos la
velocidad para que quede en una érbita el{ptica. Esta ul-
tima deceleracion a veces se hace con . es
decir, se elige la 6rbita parabélica de forma que la nave



llegue arozar las capas superiores de la atmosfera mar-
ciana, para que la friccién produzca el frenado, con lo
cual ahorraremos combustible. Desde la drbita eliptica,
volveremos a frenar, para que la nave caiga finalmente
sobre la superficie marciana.

Este es el esquema general, pero en cada misién se mo-
difica seguin las necesidades. En la figura se representa
la trayectoria que siguid el Mars Path Finder, que no fue
exactamente de Hohmann.

La técnica de aerofrenado se uso por primera vez con el
satélite japonés Hiten en la atmdsfera terrestre. Des-
pués se ha utilizado en Venus 1993 (nave Magallanes) y
en Marte (Mars Global Surveyor en 1997, Mars Odys-
sey en 2001 y Mars Reconnaissance Orbiter en 2006).
Habitualmente la técnica de aerofrenado se hace enva-
rias orbitas, de modo que cada vez que pasa por el pe-
riastro, se frena un poco y va disminuyendo la distancia
al apoastro. Como anécdota, el aerofrenado ya habia
aparecido en la novela de ciencia ficcion Space Cadet
de Robert A. Heinlein en 1948. También aparecid en
1982, en la pelicula 2070: Odisea 2, basada en la novela
de Arthur C. Clarke.

TECNICAS AVANZADAS

La trayectoria de la sonda Voyager 2 es especialmen-
te interesante. Se lanzd el 20 de agosto de 1977, paso
por Jupiter en 1979, Saturno en 1981, Urano en 1986 y
Neptuno en 1989. Cada vez que pasaba por uno de los
planetas, aprovechaba su gravedad para acelerar y asl
continuar su viaje.

El estudio y disefio de trayectorias espaciales es una
area muy activa de investigacion actual, donde se apli-
can técnicas de sistemas dinamicos.

Especialmente espectacular fue el caso de la sonda
japonesa Hiten, lanzada en 1990, que iba a ser enviada
a la Luna siguiendo una orbita muy eliptica. Desgra-
ciadamente, Hiten no recibio la aceleracion necesaria.
Edward Belbruno, del Jet Propulsion Laboratory, ided
una trayectoria alternativa y sorprendid a la agencia
espacial japonesa enviandoles su propuesta. Gracias

4.1 SISTEMA SOLAR

MNeptuno 25= A go=-589

Figura11. Trayectoria del Voyager 2. Imagen: Tomds L. Gdmez.

a las ideas de Belbruno, la mision de Hiten se pudo ex-
tender.

Un caso similar es el del satélite AsiaSat 3, un satélite
de comunicaciones y television de una compafiia de
Hong Kong, lanzado en 1997. Debido a un fallo en el co-
hete, no se llegd a la orbita geoestacionaria. Aunque el
satélite funcionaba perfectamente, no tenia suficiente
combustible para llegar a su orbita de manera tradicio-
nal, asi que se dio por perdido hasta que, con la ayuda
de Belbruno, se uso6 una trayectoria que usaba la gra-
vitacion de la Luna para llegar a una drbita Util con un
consumo mucho menor de combustible.

La idea de las trayectorias de bajo consumo es acer-
carse a orbitas inestables, donde un pequefio impulso
puede hacer que la trayectoria final sea muy diferente.
Recientemente se ha usado en la mision GRAIL, lanzada
el 10 de septiembre de 2011. Se enviaron dos pequefias
sondas que se acercaron al punto de Lagrange L1, de
equilibrio gravitatorio entre la Tierra y el Sol, y desde
ahi modificaron sus trayectorias para llegar a la orbita
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Figura12. Trayectorias de las sondas GRAIL. Imagen: Tomds L. Gémez.

lunar el 28 de diciembre de 20113. Es decir, se aprovechd
la gravedad del Sol para hacer el viaje de la Tierra a la
Luna. El viaje duré mas de tres meses, tiempo extre-
madamente largo si se compara con los 3 0 4 dias que
empleaban las naves Apollo; sin embargo, el ahorro es
considerable, pues cada kilogramo menos en la nave
espacial supone una reduccion de toneladas en el co-
hete necesario para lanzarlo. La mision GRAIL consistia
en dos naves que midieron el campo gravitatorio lunar
para descubrir su composicion interna. Cuando termino
la mision cientifica, fueron estrellados en una montafia
lunar, el17 de diciembre de 2012.

En Espafia, cabe destacar el grupo de Carles Simo, en
Barcelona, que ha colaborado conlaNASAylaESAenel
analisis de misiones espaciales.

OBSERVACION DE LOS SATELITES
DE JUPITER

Para este ejercicio es necesario un telescopio astrono-
mico. Un refractor de 6 cm de apertura, o un reflector
de 10 cm de apertura, es mas que suficiente para ob-
servar con comodidad los cuatro satélites principales

3 httpy//www.spaceflight101.com/grail-mission-updates.html

EJERCICIOS

Observacion de satélites artificiales.

En la pagina web http://www.heavens-above.com
se pueden obtener las predicciones del paso de
satélites artificiales. Tras elegir la ciudad desde la
que realizaremos la observacion (o bien, introducir
las coordenadas geogréficas), podemos obtener
las predicciones.

Para observar los satélite no es necesario ningun
instrumental, sino que se puede hacer a simple
vista. Los satélites mas brillantes pueden verse
perfectamente desde una ciudad, a pesar de la con-
taminacion luminosa. Su aspecto es similar a un
avion por la noche, siendo la mayor diferencia que
los aviones tienen luces con destellos, mientras los
satélites parecen estrellas que se mueven.

En la pagina web hay instrucciones para saber en
qué direccion hay que mirar y a qué hora. También
hay un mapa celeste para saber la trayectoria apa-
rente del satélite sobre las estrellas.

Se puede elegir algin satélite especialmente in-
teresante. Por ejemplo, la estacion espacial inter-
nacional 1SS, el telescopio Hubble HST, el satélite
militar estadounidense X-37B (sucesor del Shuttle),
o el controvertido satélite norcoreano puesto en
orbita el 12 de diciembre de 2012. También se puede
obtener una lista de todos los satélites visibles en
una noche.

En esta pagina también hay informacidn para ob-
servar objetos astronémicos de interés, como as-
teroides y cometas.

de Jupiter, también llamados Galileanos en honor a su
descubridor.

Sus nombres son: lo, Europa, Ganimedes y Calixto, y los
periodos de sus orbitas alrededor de Jupiter son, res-
pectivamente: 1,8 dias, 3,5 dias, 7,2 dias y 17,7 dias. Hay
muchos sitios en Internet, y programas de ordenador,
que permiten conocer su posicion relativa en un mo-
mento dado. Por ejemplo:



http://www.skyandtelescope.com/observing/objects/
planets/3307071.html

O bien empezar en http://www.skyandtelescope.com/y
seguir los enlaces Observing > Celestial Objects > Pla-
nets > Jupiter's Moons Javascript Utility

Los satélites de Jupiter forman una especia de Sistema
Solar en miniatura visto de perfil.

Como ejercicio avanzado, se puede seguir sumovimien-
to dla tras dla, dibujando su posicién relativa. Usando
estos dibujos, podemos medir el periodo de la drbita
de cada satélite, viendo cuanto tiempo tarda cada sa-
télite en volver a la misma posicion. Dichas drbitas son
elipses con una excentricidad muy pequefia, por lo que
podemos suponer que son circunferencias. Podemos
estimar suradio (en unidades del tamafio de Jupiter, por
ejemplo), viendo cual es el alejamiento maximo del sa-
télite conrespecto a Jupiter. Podemos comprobar la ley
de Kepler, dividiendo el cubo del radio por el cuadrado
del periodo, y comprobando si obtenemos el mismo nu-
mero para cada satélite.
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MATERIALES AUXILIARES

PAGINAS WEB

http://www.heavens-above.com/. P4gina web con toda
la informacion necesaria para observar satélites artifi-
ciales.

http://neo.jpl.nasa.gov/orbits/. Simulador 3D de érbi-
tas de asteroides y cometas.

PELICULAS

2010: Odisea 2 (Peter Hyams, 1984). Adaptacion de la
novela homdnima de Arthur C. Clarke, que forma parte
de una saga creada por el escritor compuesta por 2001:
Una odisea espacial (1968), 2010: Odisea 2 (1982), 2061:
Odisea 3 (1987) y 3001: Odisea final (1996). La pelicula
sigue de forma fiel lo narrado en la novela e intenta dar
explicacion y continuacion a lo acontecido en la pelicula
2001: Una odisea del espacio (Stanley Kubrick, 1968),
pero adoptando un estilo mas clasicoy convencional.En
esta pelicula se ilustra de manera muy clara el concepto
del aerofrenado.
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En este capitulo se hace un recorrido por la historia de
la matematica y se destaca su relevancia como par-
te del pensamiento cientifico de la humanidad. El hilo
conductor es la preocupacién permanente de los seres
humanos por entender y conocer el espacio en el que
habitan. Esta reflexidn se centra en dos focos: el entor-
no local, inicialmente reducido, y el entorno global de
nuestro planeta, que desbordaba la capacidad de com-
prension de nuestros antecesores. De ahi que, desde el
comienzo de los tiempos, encontremos evidencias de la
introduccién de medidas, de la presencia de codigos de
representacion y de sistemas de organizacion para la
gestiony sostenibilidad de la Tierra.

El autor postula que la descripcidn del mundo es basi-
camente una cuestion cientifica y que las matematicas
son el lenguaje mediante el cual entendemos el univer-
so. Histéricamente esta vision se pone de manifiesto en
el estudio de las dimensiones de la Tierra, en la explica-
cion plausible del movimiento de los astros mediante
elaboracion de teorias y construccion de modelos, en el
enunciado de leyes que rigen lo observado con las cua-
les predecir las posiciones de los planetas y los movi-
mientos de los astros.

El autor hace una seleccion de personajes cientificos,
documentos y etapas histaricas, que van desde los pri-
meros conteos numericos hasta la teoria de la relativi-
dad, los cuales presenta de manera diacronica con cier-
to detalle. Su foco de atencidn esta en los sistemas de
mediday en la interpretacion de la posicion de la Tierra
en el universo.

Objetivos, contenido y criterios de evaluacion de acuerdo con
los Reales Decretos de Ensenianzas Minimas, (1467/2007 de 2
noviembre para Bachillerato y 1631/2007 de 29 de diciembre
para Fducacion Secundaria Obligatoria).

Eltexto comienza conunarevision histdrica de los siste-
mas de numeracion en las primeras civilizaciones, y pro-
sigue con el estudio del calculo de dreas, donde destaca
laimportancia del teorema de Pitagoras. Los Elementos
de Euclides constituyen objeto de especial atencion,
cuya estructura se describe con cierto detalle, detenién-
dose en la discusion del quinto postulado de las parale-
las y las consecuencias de su cuestionamiento para el
nacimiento de las geometrias no eucl{deas.

La relatividad y algunas de las teorias y nociones ma-
tematicas que la sustentan reciben también una expli-
cacion detallada, que conduce a la introduccion de las
ecuaciones de campo de la relatividad. Finalmente, con-
cluye con la descripcion del Big-Bang y la moderna in-
terpretacion del origen del universo y de su desarrollo.
Enlas conclusiones se plantean una serie de cuestiones
abiertas sobre el conocimiento actual del universoy se
emplean las bases matematicas que permiten plantear
estas cuestiones y que, en sumomento, permitiran res-
ponderlas.

El capitulo es asequible para los estudiantes de secun-
daria obligatoria y de bachillerato, y esta escrito con
intencion divulgadora y una clara orientacion formativa
y didactica. El texto destaca el lazo permanente entre
ciencia y matematicas, singularmente entre las mate-
maticas y las ciencias fisicas y naturales. Esta relacion
se pone de manifiesto en la vinculacién detectada entre
el contenido del capitulo y los componentes curricula-
res de las asignaturas de bachillerato, que se muestran
en latablaresumen.






INTRODUCCION

Conocer como es el espacio en el que vivimos ha sido
una de las mayores preocupaciones de la humanidad.
Ese conocimiento nos dara pistas para entender cual
es nuestro sitio en él, y si nuestra existencia tiene una
razon de ser. Ademas, saber como es el entorno local
y global en el que nuestro planeta se mueve, nos dara
pistas sobre su influencia (si existe) sobre nosotros y
gue ayuden a tomar medidas para la sostenibilidad de
la Tierra. Y finalmente, quizas en algtin futuro nos po-
dria tocar emigrar y tomar el camino de las estrellas,
asl que nuestro conocimiento del universo se revela
imprescindible.

Sipara los primeros humanos su entorno era muy redu-
cido —el territorio de caza-, la observacion de los cielos
tuvo que causarles una impresion enorme. Debemos
colocarnos en esas primeras etapas de la humanidad,
conunos cielos plagados de estrellas, ajenos a la conta-
minacion luminica que hoy en dia imposibilita apreciar
adecuadamente esa majestuosidad.

La descripcién delmundo no es solo una cuestion filoso-
fica, sino cientifica, y en ese aspecto los antiguos grie-
gos fueron los maestros. Ellos fueron capaces de medir
elradiode la Tierra, que ya aventuraron eraredonda, y a
la vez, de poner los cimientos de una explicacion plausi-
ble del cielo observado, que culmind con la

de Tolomeo.

Con los siglos, la vision de la Tierra se fue afinando y los
mapas fueron dando una buena descripcién de la mis-
ma, pero también fueron enunciadas las leyes que rigen
el movimiento de los astros. Tierra y Cielo emergieron
como un concepto interrelacionado, y la pequefiez de
nuestro planeta abrumd las mentes de los pensadores;
nuestro Sol no es mas que una de los millones de estre-
llas, y, en principio, no muy diferente a muchas otras.

La de Albert Einstein nos dio
una vision nueva, que acompafiada de las cada vez me-
jores observaciones astrondmicas, nos condujo a una
interpretacion del universo tal como hoy lo concebimos,
fruto del y de la consecuente expansion.

En todas estas etapas, las matematicas han sido las
fieles compafieras de los descubrimientos cientificos

que han dado lugar a nuestro entendimiento actual del
universo. Los siglos han sido testigos del rechazo a las
ideas revolucionarias por la doctrina predominante en
cada momento, y asi Galileo fue obligado a callar por la
Iglesiaromana, Kepler sufrié en mitad de las guerras de
religion que devastaron Europa en su tiempo, y Einstein
fue rebatido por el pensamiento unico de los nazis (la
superior ciencia aria contra la degenerada ciencia ju-
dia). La leccién a aprender es que la ciencia es la Unica
verdad que debemos admitir, y fuera de ella no hay mas
que supercherias y supersticiones.

PRIMEROQS PASOS:
ELNUMERO 'Y LAS AREAS

LOS NUMEROS

Contar es probablemente una de las primeras activida-
des intelectuales que desarrollé el hombre. Era necesa-
rio distinguir el nUmero de miembros de la propia tribu,
contar las piezas de caza, o, posteriormente, las ovejas,
cabras o vacas, de sus rebafios. Se dice incluso que con-
tary registrar los resultados condujo al descubrimiento
de la escritura.

Sobre el origen de los nimeros, se cree que hace unos
10.000 afios se comenzaron a representar las canti-
dades por objetos de barro (por ejemplo, una pieza de
fruta, una esfera), que luego se introducian en una va-
sija de arcilla. Asi se podia llevar una contabilidad. Pero
era mas sencillo dibujar en el exterior de una vasija de
arcilla fresca cinco esferas, por ejemplo, y no habia ne-
cesidad de introducirlas en la vasija. Asi podian haber
surgido estas representaciones para los nimeros.

En las antiguas civilizaciones se desarrollaron muchos
sistemas de numeracion, sofisticados todos ellos y de
los que conservamos todavia algunas reminiscencias.
Los babilonios crearon un sistema de numeracion posi-
cional alrededor del 1800-1900 a. C., con base sesenta.
Posicional quiere decir que el valor de un digito particu-
lar depende tanto de su valor como de su posicion en el
numero que se quiere representar. Por ejemplo, nuestros
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ordenadores estan basados en un sistema binario (base
2), con dos cifras, 0y 1, de manera que si queremos in-
dicar las cantidades 2, 3, 4 0 5, escribiremos respectiva-
mente10,11,100y107; en efecto, por ejemplo, 101 significa
que la cantidad consideradaes 1 x2x2+0x2+ 1 =5.El
sistema decimal (con base 10) que actualmente usamos
enelmundo considera 10 cifras:0, 1,2, 3,4,5,6,7,8 y9.

El sistema babildnico todavia tiene hoy en dia conse-
cuencias, y asi tenemos horas de 60 minutos y minutos
de 60 segundos cuando queremos contar el tiempo,
ademas de las medidas de los angulos.

Los egipcios idearon otro sistema complejo de numera-
cion basado en el nimero 10 y en los jeroglificos. Habia
simbolos para los nimeros 1, 10, 100, 1.000, y as{ sucesi-
vamente. Repitiéndolos y combinandolos adecuadamen-
te, se podian representar todos los nimeros naturales.
Las dificultades surgian en el tratamiento de las fraccio-
nes, aunque idearon soluciones muy ingeniosas.

Los griegos no tenian un sistema posicional y los nime-
ros se representaban por la primera letra de su nombre,
aunque también desarrollaron otro basado en las letras
del alfabeto. Los astrénomos griegos usaron también un
simbolo especial para el 0. En cualquier caso, los calculos
eran tremendamente dificultosos. Y qué decir de la nu-
meracion romana! Hacer calculos con este sistema podia
representar un auténtico dolor de cabeza. En el otro lado
del Atlantico, mayas e incas desarrollaron a su vez siste-
mas de numeracion, los mayas basados en simbolos y los
incas en nudos en cuerdas.

Los mayas hicieron un buen uso de puntos y rayas, y con
su sistema (que también incluia el cero pero al que no le
sacaron mucho partido) eran capaces de hacer calculos
de gran envergadura. Sumotivacién era sobre todo la as-
trondmicay el computo del paso del tiempo.

Nuestro sistema actual de numeracion, el decimal, viene de
laIndiay entraen Europa de lamano de los arabes, por Espa-
fia e ltalia. Y es en Espafia, en el siglo X, en donde se encuen-
tran por primera vez los nimeros del1al 9 (los que ahora lla-
mamos nuimeros arabigos), en el cédice Codex Conciliorum
Albeldensis seu Vigilanus, elaborado por el monje Vigila en
el afio 976 en el monasterio de San Martin de Albelda de
Iregua. Vigila reprodujo esos nimeros indios en el orden de
mayor a menor, tal como hacian los andalusies al escribir-
los de izquierda a derecha. En el Cddice no aparece el cero;

es posteriormente cuando se va haciendo uso de esta cifra,
tanto por su valor como ntimero como por su uso posicional,
de manera que 205 no se confunda de ninguna manera con
25. Leonardo de Pisa es, sin duda, una figura decisiva en la
introduccidn del cero en Italia y después en Europa (ademas
de por haber ideado la sucesion de Fibonacci).

LAS AREAS

Los repartos de tierras en la antigua Babilonia requerian
undesarrollo de lamedida de areas, y podemos decir que
los babilonios son expertos gedmetras (en las tablillas
se encuentran cientos de registros que sefialan opera-
ciones algebraicas y geométricas, lo que para esa época
suponfan una sofisticacion extraordinaria). Esta nece-
sidad surgid también en el valle del Nilo, especialmente
tras las inundaciones que dejaban los lodos fértiles para
las cosechas. Se dice que Pitagoras aprendio su famoso
teorema enun viaje a Egipto.

El teorema de Pitagoras es uno de los grandes resulta-
dos matematicos de la Antigliedad. Es, ademas, uno de
esos resultados que todo ser humano de este planeta
aprende en algin momento de su infancia, habiendo pa-
sado al lenguaje cotidiano.

Las creencias matematicas de los pitagoricos eran
muy semejantes a las del mundo de las ideas de Platdn,
de modo que un circulo perfecto ante cualquier dibujo
de una circunferencia no serla mas que una mera aproxima-
cion.Paraellos, eluniverso estaba basado en las propiedades
de los niimeros; el1 erala fuente de todas las cosas, el 2y el 3
simbolizaban los principios femenino y masculino, el 4 era la
armonia y también los cuatro elementos (tierra, aire, fuego y
agua). Por eso, el niimero 10 que se obtiene sumando los cua-
tro primeros nimeros naturales, representaba la perfeccion.

TEOREMA DE PITAGORAS

En un triangulo rectdngulo la suma de los cuadrados de
los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.



Figura1. Teorema de Pitdgoras. Imagen: Manuel de Ledn.

Dicho de otro modo, el cuadrado construido sobre la hi-
potenusaiguala en area alasumade las areas de los cua-
drados construidos sobre los catetos (figura1):

Por ejemplo, unas medidas posibles serian 3, 4 y 5 unida-
des, para los dos catetos y la hipotenusa, respectivamen-
te. Ternas como esta, (3, 4, 5) son llamadas pitagoricas. El
resultado era conocido por los matematicos babilonios
e indios, pero los pitagoricos dieron una demostracion
formal (que se encuentra en Los Elementos de Euclides,

Figura 2. Poliedros formados por caras idénticas. Imagen: Manuel de Ledn.
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libro del cual hablaremos con extension en el siguiente
epigrafe).

Otroimportante resultado de Pitagoras y los pitagdricos
es el descubrimiento de los llamados sdlidos regulares o
platonicos, que son poliedros formados por caras idén-
ticas. Solo son posibles cinco poliedros regulares: te-
traedro (cuatro tridngulos equilateros), cubo o hexaedro
(seis cuadrados), octaedro (ocho tridngulos equilateros),
dodecaedro (doce pentagonos regulares) e icosaedro
(veinte tridngulos equildteros), lo que esunresultado que
podriamos calificar de magico (figura 2).

DEL QUINTO POSTULADO
A LAS GEOMETRIAS NO EUCLIDIANAS

Elgran gedmetra de la antigliedad es Euclides de Alejan-
dria (325 a. C.-265 a. C.), universalmente conocido por su
obra Los Elementos, del que se dice que es el segundo
libro mas editado tras la Biblia.

Los Elementos es un compendio de todo lo conocido
en geometria en la época y, probablemente, las propias
aportaciones del autor. Euclides escribid otras obras
pero solo cinco -incluyendo Los Elementos- han llegado
anosotros.

Figura 3. Euclides. EVCLIDES
Fuente: http:;//www-history.mcs.st- CriEL

and.ac.uk/PictDisplay/Euclidhtml.
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Los Elementos es un tratado sobre la geometria de dosy
tres dimensiones, con un total de 465 proposiciones (93
problemas y 372 teoremas), divididas en trece libros se-
paradas por contenidos:

Libros | a VI: Geometria plana.

Libros VIl a IX: Teoria de nimeros.
Libro X: NUmeros irracionales.

Libros Xl a XllIl: Geometria del espacio.

La mayor parte de los libros comienza con una lista de
definiciones, que no tienen el sentido que hoy les daria-
mos los matematicos, sino en el que podriamos llamar el
“imaginario colectivo griego” que la época les concedia.
Por ejemplo, un punto es lo que no tiene partes, o una li-
nea es una longitud sin anchura, y otras de similares ca-
racteristicas.

Euclides construye su argumentacion basandose en un
conjunto de axiomas (principios o propiedades que se
admiten como ciertas por ser evidentes y a partir de los
cuales se deduce todo lo demds) que Euclides llam¢ pos-
tulados.

Elgran mérito de Euclides no es solo que escribaunaobra
de referencia, sino que introduce un método riguroso de
demostracion. Por ejemplo, enuncia que “si un triangulo
tiene los tres lados iguales, entonces también tiene los
tres angulos iguales” Ese enunciado, que parece obvio a
primera vista, exige una demostracion, y pasa entonces
a ser un teorema, que es consecuencia de los supuestos
previos. Otro teorema es el de Pitagoras. O, por ejemplo,
la demostracion incluida en Los Elementos de que solo
existen cinco solidos regulares, los llamados platdnicos.
Euclides no solo prueba que no puede darse ninglin otro
caso, sino que ademas esos cinco si pueden construirse.
Euclides estaba poniendo los fundamentos mas sélidos
para el rigor matematico, que es lo que ha llevado la dis-
ciplina a sus cimas mas altas y lo que hace a esta ciencia
diferente a todas las demas.

Toda su teoria parte de cinco enunciados que no demues-
tra -ya que los supone verdaderos e indemostrables-
sobre los que prueba el resto de propiedades. Son los
famosos cinco postulados de Euclides:

|. Dados dos puntos se pueden trazar una recta que los
une.

Il. Cualquier segmento puede ser prolongado de forma
continua en unarectailimitada en la misma direccion.

Il. Se puede trazar una circunferencia de centro en cual-
quier punto y radio cualquiera.

IV. Todos los angulos rectos son iguales.

V. Siunarecta, al cortar a otras dos, forma los angulos
internos de un mismo lado menores que dos rectos,
esas dos rectas prolongadas indefinidamente se cor-
tan del lado en el que estan los angulos menores que
dos rectos.

El quinto postulado se puede enunciar de una manera al-
ternativa:

Por un punto exterior aunarecta se puede trazar una tni-
caparalela.

Esta manera equivalente de enunciar el quinto pos-
tulado se debe a Proclo, quien fue director de la Aca-
demia de Platon, y gracias al cual conocemos algunos
detalles de la vida de Euclides. Esta formulacion alter-
nativa del quinto postulado se atribuy6 erréneamente
a John Playfair (1748-1819), gedmetra, gedlogo y fisico
escoces, y se conocio durante muchos afios como axio-
ma de Playfair.

El quinto postulado, a diferencia de los otros cuatro, no
parecia tan intuitivo para ser un axioma, por lo que du-
rante siglos numerosos matematicos intentaron probar
que el quinto postulado era consecuencia de los otros
cuatro o era independiente. Esta larga historia supone
uno de los tour de force mas impresionantes del desa-
rrollo de las matemaéticas (y por ende, de la humanidad).
Alo largo de afios y afios, asistimos a docenas de inten-
tos en uno y otro sentido. Hubo muchas pruebas falsas
de que el quinto postulado se deducia de los otros cua-
tro e incluso matematicos como Saccheri estuvieron a
punto de acertar con larespuesta. Ante laimposibilidad
de encontrar respuestas, DAlembert llamd a este pro-
blemaen1767

Hacian falta mentes geniales para darle un impulso al
problemay es entonces cuando uno de los matematicos
mas relevantes de la historia aparece en el escenario,
Johann Carl Friedrich Gauss (Brunswick, 1777-Gotinga,
1855). Gauss comenzé a trabajar en él con 15 afios en 1782,
y en1817 llegd al convencimiento de que el quinto axioma
era independiente de los otros cuatro. Comenzé a idear



una geometria en la cual se podia trazar mas de una pa-
ralela por un punto externo. Sin embargo, Gauss nunca
publicd su trabajo, y lo mantuvo en secreto, se dice que
para evitar controversias con Immanuel Kant.

Gauss obtuvo otros resultados fundamentales para la
matematicay, en particular, para la geometria: desarro-
[l6 nociones fundamentales de curvatura para estudiar
las superficies, como la curvatura llamada ahora de
Gauss. Lo que dice el teorema egregium de Gauss (egre-
gium por notable) es que la curvatura gaussiana de una
superficie puede determinarse por completo midiendo
angulos y distancias sobre la propia superficie, sin ha-
cer referencia a la forma particular en la que la superfi-
cie esta embebida en el espacio euclidiano. Dirlamos en
lenguaje moderno que es un invariante intrinseco.

Puesto que la curvatura puede medirse sin salirse de la
superficie, los “seres planos” que vivieran sobre la cas-
carade la esfera serian capaces de determinar la curva-
tura de la misma.

Por supuesto que estos conceptos pueden extenderse
de una manera natural a espacios de mas dimensiones,
y eso es lo que permite la aplicacion a la teoria de la re-
latividad y, en definitiva, a conocer cudl es la forma de
nuestro universo.

Volviendo al quinto postulado, aunque Gauss no hizo
publicos sus resultados, si discutié sobre este tema con
su amigo, el matematico Farkas Bolyai, quien habia sido
autor de varias pruebas falsas. Su hijo, Janus Bolyai, co-
menzo a seguir los pasos de su padre en geometria, a
pesar de la advertencia de este de las dificultades del
problema del quinto postulado.

En1823 Bolyai escribid a su padre:

“He descubierto cosas tan maravillosas que estoy
asombrado... de lanada he creado un nuevo mundo”.

En 1825 Janus visito a su padre y le explicd sus descu-
brimientos, pero no fue hasta 1831, en una nueva visita,
cuando Farkas comenzo a darse cuenta del extraordi-
nario valor del trabajo de su hijo, y lo urgié para que lo
escribiera y asi poderlo publicar como un apéndice de
su proximo libro. Lo que habia en ese apendice era una
auténtica obra maestra. En primer lugar, daba su defi-
nicién de paralela y demostraba que si el quinto postu-
lado se cumplia en una region del espacio, se cumplia
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también en todo el espacio. Es decir, que se podia cons-
truir una geometria consistente en la que se cumpliera
el quinto postuladoy otra en la que no.

Alleer este apéndice, Gauss comento:
“Este joven geométra Bolyai es un genio de primer or-

n

den”

AFarkas, sinembargo, le comentd que los resultados de
su hijo coincidian casi exactamente con los resultados
que él mismo habia logrado, y que habia comentado en
una carta al matematico aleman Frank Adolf Taurinus,
el 8 de noviembre de 1824. En 1848 Bolyai conocié que
otro matematico, el ruso Lobachevsky, habia publicado
una obra que contenia resultados similares a los suyos.
Janos estudio el trabajo de Lobachevsky linea a linea,
e incluso llegd a pensar que Lobachevsky no existia y
todo habia sido una maquinacién de Gauss. Sin embar-
go, fue capaz de apreciar la genialidad de ese trabajo.

Lobachevsky publicd sus Geometrical investigations
on the theory of parallels en 1840 (61 paginas), pero
su obra habia pasado muy inadvertida. Un resumen en
francés en el Journal de Crelle (la revista de matema-
ticas mas antigua, fundada por Leopold Crelle) le dio
difusion, pero los matematicos no aceptaron sus ideas
revolucionarias.

Lo que habia hecho Lobachevsky fue reemplazar el
quinto postulado de Euclides por este otro: Existen dos
rectas paralelas a una dada por un punto externo a la
recta.

El primero en colocar la geometria de Bolyai-Lobache-
vsky al mismo nivel que la euclidiana, fue el matemati-
co italiano Eugeni Beltrami (1835-1900). En 1868 dio un
modelo en dimension 2 en un espacio euclidiano de di-
mension 3, la pseudoesfera. En este modelo, los cuatro
primeros postulados se cumplian pero no el quinto.

LA PSEUDOESFERA

Una pseudoesfera es una superficie de revolucion que
se obtiene girando una curva llamada tractriz (una trac-
triz es lo que se llama una curva de persecucidn, como
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un perro persiguiendo un automavil que se desplaza por
una carretera en linea recta, de manera que el perro ha
comenzado la persecucion desde un punto alejado de la
carretera) alrededor de su asintota. El nombre de pseu-
doesfera proviene de ciertas analogias existentes con la
esfera de dimension 2:

*La esfera tiene curvatura constante positiva, mientras
que la pseudoesfera tiene curvatura constante negati-
va.

* La pseudoesfera no es una superficie acotada, pero su
area es finita, asi como el volumen de la region que en-
cierra.

Dado que lapseudoesferatiene curvatura constante nega-
tiva, es al plano hiperbdlico o disco
de Poincaré, que es otro modelo “fisico” para la geometria
de Bolyaiy Lobachevsky. En el caso del disco de Poincaré,
las geodésicas son diametros o arcos de circulo que cor-
tan perpendicularmente a la frontera del disco.

En la figura 4 se puede ver como en el disco de Poincaré
¥ no se verifica el quinto postulado. L1 es una “recta” lo
mismo que L2 y L3,y se ve entonces que por el punto P
externo a L1 se pueden trazar muchas paralelas (como
L2yL3):

Figura 4. Geodésicas en el disco de Poincaré. Imagen: Manuel de Ledn.

Otro matematico que juega un papel estelar enla historia
del quinto postulado (y que de hecho cierra el panorama)
es Bernard Riemann, cuya tesis doctoral dirigié Gauss, y

que impartio su leccidn inaugural el 10 de junio de 1854
enlaquereformuld el concepto de geometria. Desde Rie-
mann, la geometria es un espacio mas una estructura (la
meétrica) que permitia medir.

En la memoria que recoge su leccion inaugural, publicada
en 1868, dos afios después de su muerte, Riemann con-
siderd una geometria en la que las paralelas no son po-
sibles, la geometria esférica. Estas geometrias no eran
diferentes de la euclidiana en el sentido de que no habia
contradicciones. Digamos que as{ como en la geometria
del plano euclidiano la linea recta que los une es la tra-
yectoria mas corta entre ellos, en una superficie esférica
esta propiedad la poseen los circulos maximos. En len-
guaje geometrico, los circulos maximos son las “geodési-
cas" de lageometria de la esfera.

Elmodelo lo completd Félix Klein en 1871, quien dio ade-
mas modelos de otras geometrias no euclidianas, como
la de Riemann. Klein demostré que las geometrias métri-
cas, euclidianas o no euclidianas, constituyen casos par-
ticulares de la geometria proyectiva; ademas, en 1872,
con ocasion de su conferencia en la toma de posesidn de
la catedra en la Universidad de Erlangen, presentd el lla-
mado “Programa de Erlangen’, en el que probd que el con-
ceptode grupo es esencial, de manera que una geometria
esta caracterizada por su grupo de transformaciones.

En resumen, Klein demostro que solo hay tres tipos de
geometrias:

*Hiperbdlica (Bolyai-Lobachevsky).
e Esférica (Riemann).
* Euclidiana (Euclides).

LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD

Cuando Einstein desarrolla su teoria de la relatividad
general, las matematicas ya habian creado numerosos
instrumentos que quedaban a su disposicion: el célculo
tensorial y las conexiones.

Los tensores son elementos geométricos que se pue-
den definir como grupos de nimeros asociados a cada
sistema de coordenadas, de manera que al cambiar las



coordenadas, esas cantidades cambian de acuerdo a
una determinada regla. Este concepto se puede exten-
der a espacios mas generales de dimensiones arbitra-
rias.

El calculo tensorial fue desarrollado por los matema-
ticos italianos a finales del siglo XIX. En primer lugar,
Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), que lo denomind
calculo diferencial absoluto (1892). Posteriormente, el
mismo Ricci y Tullio Levi-Civita (1873-1941), que habia
sido uno de sus estudiantes de doctorado, publicaron
en 1900 un libro que se ha convertido ya en un clasico:
Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applica-
tions.

Este calculo se conocid en el siglo XX como analisis ten-
sorial, y fue muy estudiado y aplicado por su uso en la
teor(a de la relatividad general. El analisis tensorial fue
algo que Einstein tuvo que aprender con la ayuda de su
amigo, el matematico Marcel Grossmann. Lévi-Civita
mantuvo una correspondencia con Einstein para corre-
gir algunos errores de este Ultimo, correspondencia de
la que damos aqui un extracto y que muestra la alta va-
loracion que Einstein tenia por los matematicos:

“Admiro la elegancia de su método de célculo; debe ser
estupendo cabalgar esos campos sobre el caballo de
las auténticas matematicas mientras nosotros tene-
mos que hacer nuestro laborioso trabajo a pie".

Einstein no solo reconocio el trabajo de Lévi-Civita,
también reconoci¢ la deuda con la geometria de Rie-
mann, sobre el que dijo:

“...Solo el genio de Riemann, solitario e incomprendido,
habia llegado a mediados del pasado siglo a una nueva
concepcidn del espacio, en la cual habia sido desprovis-
to de surigidez y en la que era posible reconocer su ca-
pacidad de tomar parte en los acontecimientos fisicos"

Otro nombre clave en la historia la teoria de la relati-
vidad general es el de Elwin Bruno Christoffel (1829-
1900). Los llamados simbolos de Christoffel no son ten-
sores, aunque también son grupos de nimeros que se
asocian a cada sistema de coordenadas, pero cambian
de una manera diferente a los tensores. Los simbolos de
Christoffel son las componentes de lo que se llama una
conexion en la variedad. Explicaremos brevemente lo
que esto significa.
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La nocién de conexién, como su nombre indica, esta
asociada al hecho de cémo se pueden transportar da-
tos a lo largo de una curva de manera que se extienda
la nocion del paralelismo euclidiano. Por ejemplo, en el
plano, se puede entender muy facilmente cémo hacer
un alolargo de una curva: sicomen-
zamos con un vector en un punto de una curva, simple-
mente trazamos un vector paralelo al dado en el punto
a donde queremos trasladarlo. Imaginemos ahora que
queremos hacer lo mismo a lo largo de una esfera: el
vector transportado paralelamente en el espacio eucli-
diano de tres dimensiones yano sera tangente a la esfe-
ra. ;Cémo hacemos entonces?

Imaginemos que queremos hacer esto a lo largo de un
paralelo de la esfera. En ese caso, se considera el cono
construido sobre ese paralelo, de manera que es tan-
gente a la superficie de la esfera, y por tanto, el vector
de partida es tangente a ambas superficies, la esférica
y la cdnica. Pero un cono lo podemos “abrir” por una de
sus generatrices y desplegar en un plano (técnicamen-
te, es lo que denominamos una ,
que se puede “desarrollar o desplegar” sobre el plano);
hariamos ahora el transporte euclidiano en el plano de
nuestro vector, y lo llevariamos de nuevo a la superficie
de la esfera deshaciendo la operacion de despliegue. Lo
que habremos conseguido es un vector que ahora si es
paralelo a la superficie esférica y que seria el transpor-
tado paralelo del dado (y que no coincidird en general
con el de partida). Eso es lo mismo que hacemos en cual-
quier superficie, pues la familia de los planos tangentes
alolargo de los puntos de la curva “envuelve” una super-
ficie (como el cono en el caso de la esfera).

Obviamente, esto no es muy Util a efectos practicos,
asi que podemos definir el transporte paralelo de una
manera algebraica, y ahi es donde los simbolos de Chris-
toffel juegan su papel.

Digamos también que el concepto de transporte parale-
lo puede hacerse en espacios abstractos (diriamos do-
tados de una conexién), pero es particularmente intere-
sante en el caso de espacios provistos de una métrica
de Riemann, es decir, de una manera de medir distancias
en cada plano tangente. Sabemos que existe una unica
manera de hacer transporte paralelo de manera que las
distancias se conserven, y esa manera de “conectar” es

297



298

UNIDAD DIDACTICA. MATEMATICAS DEL PLANETA TIERRA

lo que se llama la conexion de Lévi-Civita. Esto se puede
extender a casos mas generales en los que la métrica
admite vectores que pueden tener longitud negativa
(una métrica semi-riemanniana o seudo-riemanniana),
que son las que se usan en Relatividad.

EL ANO MILAGROSO

El afio 1905 es el denominado afio milagroso (Annus
Mirabilis) de Albert Einstein, pues durante el mismo
redacto varios trabajos fundamentales sobre la fisica
que cambiaron el rumbo de esta disciplina. En el pri-
mero de ellos explicaba el movimiento browniano, en el
segundo el efecto fotoeléctrico y en los dos restantes
desarrollaba la relatividad especial y la equivalencia
masa-energia. La teoria de la relatividad general surgio
mas adelante. A pesar de la importancia de la teor{a de
larelatividad, Einstein obtuvo el premio Nobel de Fisica
de 1921 por la explicacion del efecto fotoeléctrico.

En 1912, Einstein comenzo a colaborar con Marcel
Grossmann (matematico especializado precisamente en
geometr{a diferencial) en la relatividad general, y en 1913
publicaron el Esbozo de una teoria generalizada de la
relatividad y de una teoria de la gravitacidn, un traba-
jo conjunto en el que se representaba el campo gravi-
tatorio por medio del , que simultanea-
mente representaba la estructura del espacio-tiempo.
La estructura del espacio-tiempo aparecia aqui sujeta a
ecuaciones dinamicas que la hacen depender del campo
gravitatorio mismo y de sus fuentes. Este articulo co-
menzaba con una parte fisica firmada por Einstein, y se-
guia con una parte matematica, firmada por Grossmann.
Las ecuaciones de campo deducidas en este articulo
no eran las correctas, y poco a poco Einstein fue dando
mas valor a los argumentos matematicos, entendiendo
que era indispensable su uso.

Es en 1915 cuando Einstein presenta las ecuaciones
correctas en la Academia Prusiana, escritas en forma
tensorial. Este tensor métrico integra la materia que da
lugar a la curvatura. Como Einstein declard a un perio-
dista en Estados Unidos en1912:

"Antes se creia que si desapareciera del universo toda
la materia, el espacio y el tiempo permanecerian. De
acuerdo con la teoria de la relatividad, el espacio y el
tiempo desparecerian juntamente con la materia".

Parecia que deberian generalizar la teoria de Newton,
en concreto obtener ecuaciones de campo que exten-
dieran la llamada ecuacion de Poisson. Eso queria decir
que en el lado de la izquierda deberian poner deriva-
das segundas de la métrica. Como miembro adecuado,
Grosmann sugeria el tensor de Ricci, que es una con-
traccion del tensor de curvatura de Riemann, que esta
construido a partir del tensor métrico, y de sus deriva-
das primeras y segundas.

As{, en las ecuaciones de campo de Einstein, la grave-
dad se da en términos de un tensor métrico, que des-
cribe las propiedades geométricas del espacio-tiempo
tetradimensional y a partir de la cual se puede calcular
la curvatura de Ricci. En la parte derecha de la ecuacion,
se incluye el llamado tensor de tensién-energia, que da
cuenta de la densidad y la presion de la materia. Estos
tensores son tensores simétricos 4 X 4, de modo que
tienen 10 componentes independientes. Dada la liber-
tad de eleccion de las cuatro coordenadas del espa-
cio-tiempo, las ecuaciones independientes se reducen
a seis. La fuerza de acoplamiento entre la materia y la
gravedad es determinada por la constante gravitatoria
universal.

La ecuacion del campo de Einstein describe pues como
el espacio-tiempo se curva por la materia (figura 5):
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Figura 5. Imagen: Manuel de Ledn.



Estas son las ecuaciones de campo para el vacio, y son
el enunciado matematico que indica que donde no haya
presencia alguna de masa-energia no habra curvatura al-
guna en el espacio-tiempo.

R =0c

uv

Figura 6. Albert Einstein. Fuente: http://malta.freeculture.org/files/2011/03/
einstein.jpg.

Matematicamente, la teori(a de la relatividad especial
pasa a convertirse en un caso especial de la teoria de la
relatividad general para la situacion en la cual no hay pre-
sencia de masa-energia o la presencia de la misma es tan
poca que la curvatura producida en el espacio-tiempo es
insignificante.

La ruta que toma un cuerpo en movimiento es precisa-
mente la ruta geodésica. De este modo, la Luna recorre
una ruta geodésica en torno a la Tierra, y los planetas y
los cometas que nos visitan de fuera recorren rutas geo-
désicas en torno al Sol.

Las ecuaciones de campo de la Relatividad General pue-
den ser modificadas con la introduccién de un término
constante, una A, con la cual di-
chas ecuaciones escritas en notacién de componentes
resultan ser:

8n G T

uv
C4

1 _
RM— ; 8. R+ 8. A=

4.2 EL PLANETA TIERRA EN EL UNIVERSO

Siqueremos ahora obtener la ecuacion correspondiente
para el vacio, llegamos a:

R,=Ng,

Esto nos dice que sila constante cosmoldgica no es igual
a cero entonces, incluso en ausencia de materia, el espa-
cio-tiempo tendria aun asi una curvatura intrinseca, que
podria equilibrar la curvatura ocasionada por la masa-e-
nergia. De ahi que Einstein introdujera este concepto
para poder tener soluciones estaticas. La constante cos-
mologica, que Einstein considerd su mayor error cientifi-
co, es otramanera de pensar en la energia oscura, asi que
alfinal, jEinstein también tenia razén en este temal

EL BIG-BANG Y LA MODERNA
VISION DEL UNIVERSO

Hoy en dia, parece bien establecido que el universo se
formo enuna singularidad del espacio-tiempo, tal y como
muestran las ecuaciones de Einstein. Esta singularidad
inicial es lo que se conoce como el Big Bang o teoria de
la gran explosion. Los datos actuales sugieren que ese
inicio fue hace unos13.750 millones de afios, y esa seria la
edad de nuestro mundo.

De acuerdo con esta teoria, el universo fue, en sumomen-
to inicial, muy caliente y denso y se expandio rapidamen-
te, con el consecuente enfriamiento. Lo que medimos
hoy es una expansion continuada, reflejada en el despla-
zamiento hacia el rojo de los espectros de luz que nos
llega de las galaxias.

Tras el estallido inicial se fueron formando las particulas
subatémicas (electrones, protones, neutrones), los pri-
meros nucleos atomicos, los primeros elementos. Poste-
riormente, todo esto se combino para formar las estre-
llasy las galaxias, y es en las estrellas donde se formaron
los elementos mas pesados.

La teor(a del Big Bang estd fundada sobre la teoria de la
relatividad general de Albert Einstein, suponiendo unas
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ciertas condiciones de homogeneidad e isotropia en el
universo. Las ecuaciones de Einstein implicaban solucio-
nes dindmicas, asi que el universo tenia que estar expan-
diéndose o contrayéndose. La aplicacion de larelatividad
a la cosmologia fue desarrollada por el fisico-matemati-
co ruso Alexander Friedman, que encontro soluciones
convenientes a las ecuaciones de Einstein: sus modelos
de universo de curvatura constante positiva, negativa
o nula. Ahora son los llamados modelos de Friedmann-
Lemattre-Robertson-Walker.

Entre 1927y 1930, el sacerdote belga Georges Lemaitre
obtuvo independientemente las ecuaciones y propuso
gue el universo se inicio con la explosidn de un atomo
primigenio, lo que mas tarde se denomino Big Bang. Por
su parte, en 1929, Edwin Hubble realizd observaciones
gue sirvieron de fundamento para comprobar la teor(a
de Lemaitre, y descubridé -observando el desplazamien-
to al rojo de los espectros- que las galaxias se alejan
unas de otras a velocidades directamente proporciona-
les a su distancia (la ley de Hubble).

Un modelo alternativo era el de Fred Hoyle, segun el
cual se genera nueva materia mientras las galaxias se
alejan entre si. En este modelo (el del universo estacio-
nario), el universo es basicamente el mismo en un mo-
mento dado en el tiempo. Sin embargo, este modelo fue
abandonado, y prevalecié la teoria del Big Bang. Irdnica-
mente, este nombre se le debe precisamente al propio
Hoyle, que ademas de cosmdlogo fue un notable autor
de novelas de ciencia-ficcion.

Hubo también teorias que contemplan un universo osci-
lante (debidas a Richard Tolman) pero Stephen Hawking
y otros demostraron que esta idea no erafactible, y que
la singularidad es un componente esencial de la gra-
vedad de Einstein. Asi que finalmente la teor{a de una
singularidad inicial y una edad finita para el universo es
la que todos los cosmologos han aceptado como buena.

Un avance significativo en los aspectos observaciona-
les ha sido el descubrimiento de la radiacion de fondo
de (en inglés, Cosmic Microwave Back-
ground o CMB), llamada también radiacion de fondo
cdsmica, predicha por la teoria. Segun Einstein, mien-
tras el universo se enfriaba debido a la expansion, su
temperatura habria caido por debajo de 3.000 °K. Por
encima de esta temperatura, los electrones y protones

estan separados, haciendo el universo opaco a la luz.
Por debajo de los 3.000 °K se forman los dtomos, per-
mitiendo el paso de la luz a través del gas del universo.
Esto es lo que se conoce como disociacion de fotones.
Laradiacion en este momento habria tenido el espectro
del cuerpo negro y habria viajado libremente durante
el resto de vida del universo, sufriendo un corrimiento
hacia el rojo como consecuencia de la expansion de Hu-
bble. Esto hace variar el espectro del cuerpo negro de
3.345 °K a un espectro del cuerpo negro con una tem-
peratura mucho menor. La radiacion, vista desde cual-
quier punto del universo, parecera provenir de todas las
direcciones en el espacio.

En 1965 Arno Penzias y Robert Wilson descubrieron
la radiacién cdsmica de fondo, lo que proporciond una
confirmacion sustancial de las predicciones generales
respecto al CMB -la radiacidn resultd ser isotropa y
constante, con un espectro del cuerpo negro de cerca
de 3 K- e inclino la balanza hacia la hipotesis del Big
Bang. Penzias y Wilson recibieron el premio Nobel este
gran hallazgo.

La NASA lanzo6 en 1989 el COBE (Cosmic Background
Explorer), que confirmé los datos acerca de la radiacion
de fondo de microondas. En 2003, los resultados de la
sonda Wilkinson de Anisotropias del fondo de Microon-
das (en inglés Wilkinson Microwave Anisotropy Probe o
WMAP) confirmé una vez mas los datos.

La imagen de la radiacion de fondo de microondas que
incluimos a continuacién podria considerarse como una
auténtica fotografia del universo:

figura8 Radiacidn de fondo de microondas. Fuente: http;//lambda.gsfc.nasa.gov/pro-
duct/cobe/dmr_image.cfm.



CONCLUSION

Como conclusién de todas las matematicas que hemos
visto hasta ahora, ;podiamos ya decidir cual es la forma
del universo? La geometria nos dice que hay tres posi-
bles geometrias. En efecto, sisuponemos que el universo
es isotropo, la curvatura serfa constante. Por lo tanto:

* Sila geometria es eliptica o esférica, entonces la cur-
vatura seria positiva. De manera que el universo con-
tinuara expandiéndose hasta un momento en el que
comenzara a contraerse (el llamado Big Crunch) hasta
llegar de nuevo a una singularidad.

* Sieluniverso es plano, es decir, euclidiano, con curva-
tura cero, la expansion ira disminuyendo poco a poco,
perono cesara, y laexpansion actual se ira acelerando.

* Si el universo es hiperbdlico, la expansion actual pro-
seguira pero aumentando la velocidad conforme vaya
pasando el tiempo.

Elprimer modelo corresponde a lo que los matematicos
[laman un espacio compacto, mientras que los otros dos
serfan no compactos (abiertos, en la terminologia que
gusta alos cosmdlogos).

¢De qué depende la curvatura? Ya hemos dicho que es
la masa la que curva el espacio, en particular, la densi-
dad de materia. Hay un valor critico para la densidad
para el cual la curvatura es cero, pero si es menor que
el valor critico, la curvatura sera negativa, y si es ma-
yor, positiva.

Los datos que se han recogido en los dltimos afios in-
dican una contradiccidn; por una parte el universo se-
ria plano, pero la expansion se esta acelerando. Eso
ha llevado a la hipdtesis de la existencia de materia de
naturaleza desconocida, que los fisicos teodricos y los
cosmologos han dado en llamar oscura.

Otro elemento que ha entrado en juego es la llamada
energia oscura, de la que puede depender que el univer-
so se siga expandiendo hasta que se produzca el llama-
do BigRip (el Gran Desgarro).

El debate estd servido, y la geometria (y las matemati-
cas en general) tendrdn mucho que decir (como siem-
pre) en el mismo. Nos esperan, sin duda, tiempos apa-
sionantes.

4.2 EL PLANETA TIERRA EN EL UNIVERSO

TRANSPORTE PARALELO

En una pelota de baloncesto dibuja un paralelo con
un rotulador. Construye con una cartulina un cono
sobre ese paralelo, de manera que es tangente a la
superficie de la pelota. Coloca un lapiz en uno de los
puntos del paralelo, de tal modo que sea tangente a
ambas superficies, la esféricay la conica. Sin mover
el lapiz (por ejemplo, fijandolo con cinta de cello)
abre el cono por una generatriz y despliega sobre
el plano de una mesa. Sobre este plano haz el trans-
porte euclideo del [apiz y de nuevo reconstruye el
cono; el lapiz serfa ahora el transportado paralelo
del dado.

Comprueba que, si hiciéramos esta operacion con el
ecuador de la pelota, el [&piz volveria a su posicion
inicial.

Triangulos geodésicos

Sobre una pelota de baloncesto dibuja un triangulo
geodésico (es decir, sus lados son circulos maxi-
mos). Mide sus angulos y stimalos. ;Dard 180° o no?
¢Por qué?
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SERIES

Star Trek (Gene Roddenberry, 1966). Esta mitica serie se
transmitio desde el ocho de septiembre de 1966 hasta el
2 de septiembre de 1969. Ambientada en el siglo XXIlI, la
serie original sigue las aventuras de la nave estelar USS
Enterprise (NCC-1701) y su tripulacion, liderada por el capi-
tan James T. Kirk, su primer oficial el Sr. Spock, y el oficial
médico en jefe Leonard McCoy, entre otros personajes.
La serie ha tenido varias secuelas, dando incluso lugar al
rodaje de varias peliculas, convirtiéndose en una serie de
culto entodo el mundo.

Doctor Who. Serie de television britanica de ciencia fic-
cion producida por la BBC, que tuvo una secuela en forma
de pelicula producida por Universal Studios bajo licencia
de la compafila britanica en 1996. El programa muestra
las aventuras de un misterioso extraterrestre y viajero
en el tiempo, conocido como El Doctor, que explora el
tiempoy el espacio en sunave TARDIS con sus compafie-
ros, arreglando problemas y corrigiendo errores. Dispo-
nible en http://www.bbc.co.uk/programmes/b006¢2x0.

DOCUMENTAL

Cosmos: un vigje personal (Carl Sagan, 1980). Serie docu-
mental de divulgacion cientifica escrita por Carl Sagan,
Ann Druyan y Steven Soter cuyos objetivos fundamen-
tales fueron difundir la historia de la astronomia, de la
ciencia y del origen de la vida. A la vez, proporciona una
reflexion sobre el lugar que ocupan nuestra especie y
nuestro planeta en el universo e informa sobre las moder-
nas visiones de la cosmologia y las Ultimas noticias de la
exploracion espacial, en particular las misiones Voyager.
El programa de television consto de trece episodios, cada
uno de aproximadamente una hora de duracion, protagoni-
zados por Carl Sagan. Posteriormente se publicd un libro
con el mismo titulo que recogia lo expuesto en la serie.
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Capitulo 1.1 El posicionamiento sobre la Tierra

Christiane Rousseau

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,0,0,0,0,0, CyC, E,E,EyE,

Asignatura: Biologia y Geologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

0, 0,y0, CyG EYE,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 0, 0, O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

CyG E.E)y E3

Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

(o Ey E3

Asignatura: Geografia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

0,y0 @ E

1 2 1 1

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: 0,0, 0,,0,,0,, 0, 0, O4

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

C E,E,yE,

1

Balance de frecuencias. Capitulo 1.1

Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion
7 29 9 15
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Capitulo 1.2: Tierra, el planeta "sdlido"

Rafael Orive lllera

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion
Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo
0,0,0,0,0,0,0,y0, CyC, E.E,E,EYE;
Asignatura: Biologia y Geologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,0,04y0, C.GyG E.ELE,E,VE
Asignatura: Ciencias de la Tierra y Medioambientales (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,0,0.y0, C, E.
Asignatura: Fisica (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,y0, C, E,yE,
Asignatura: Fisica y Quimica (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,y0, CyC, E.E,E,VE,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,0,0,y O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C,CyC, E,E,E EVE,

Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C E,E,EYE,

3

Asignatura Tecnologia Industrial | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

0 C

2 5

Asignatura: Geografia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

0,y0, C E,yE,

B

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,0, 0,y O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

CyC, E,E,EE VE,
Asignatura: Matematicas Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
GyC, E,E, E.E.EYE,
Balance de frecuencias. Capitulo 1.2
Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

1 46 19 29
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Capitulo 1.3 La Tierra: un planeta con mares y atmdsfera

Antonio Cordobay Diego Cordoba

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo
0,0,0,0,0,0,0,0, C E.E,E,E

1

Asignatura: Ciencias de la Tierra y Medioambientales
0,0,0,0, c) E
Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
Objetivos comunes: 0,0, 0,,0,,0,, 0, 0, Oq

3

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C.C.C E.E,E,E,
Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
C.C.C E.E,E,EE E.E

Balance de frecuencias. Capitulo 1.3

Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion
4 20 8 16

1. Este capitulo es especialmente adecuado para el segundo contenido de esta asignatura titulado "Los sistemas fluidos
externos y su dindmica", que incluye dos apartados, uno dedicado a la atmdsferay el segundo a la hidrosfera.
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Capitulo 2.1 Modelos matematicos de las epidemias

Juan José Nieto Roig

Objetivos

Contenidos

Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,0,0,0,0,0,

Cy C3

EE,E,VE,

Asignatura: Biologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

0,0,y0, CyGC E,EsvE,
Asignatura: Quimica (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
Ogy 07 G

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 0, 0, O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C

E

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 0, 0, O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

ngC4

Ez' Es Y Ea

Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

C

3

E,E,E,VE,

Balance de frecuencias. Capitulo 2.1

Asignaturas

Objetivos

Contenidos

Criterios de evaluacion

7

29

9

15
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Capitulo 2.2 Las matematicas de la evolucion y la biodiversidad

Marta Casanellas

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,0,0,0,0,0, CyG E.E,yEg
Asignatura: Biologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,y0, G, E.E,EyE,
Asignatura: Biologia y Geologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0, 04y 04 C, E yEg
Asignatura: Ciencias de la Tierra y Medioambientales (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,y0, C E.YE,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 0, 0, O,
Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
CyC, E,vEs

Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
C E.E,VE,

1

Asignatura: Geografia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
0 CyC, E
Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
Objetivos comunes: 0,0, 0,,0,,0,, 0, 0, Oq

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

6 1

G, E,EyEg
Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
CyG E.E,yEg
Balance de frecuencias. Capitulo 2.2
Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

9 33 13 23
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Capitulo 2.3 Las matematicas nos ayudan a crecer

David Martin de Diego

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,y0, CyG E,yE,
Asignatura: Biologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
07 C3 E7

Asignatura: Biologia y Geologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

0 CyG E.YE,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0,0, 0, 0,,0,, 0, 0, O4

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C E.EVE,

1

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: O,

Asignaturas: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

C E,VE,

2

Asignatura: Matematicas Educacién Secundaria Obligatoria Primer Curso

Bloque Numeros: C,

Asignatura: Matematicas Educacién Secundaria Obligatoria Segundo Curso

Bloque Nimeros: C.y C,. Bloque Geometria: C,

Asignatura: Matematicas Educacion Secundaria Obligatoria Tercer Curso

Blogue Algebra:C, C,y C,. Bloque Geometria: C,

Asignatura: Matematicas Educacién Secundaria Obligatoria Cuarto Curso, Op. B

Bloque Nimeros: C,

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Balance de frecuencias. Capitulo 2.3

Asignaturas

Objetivos

Contenidos

Criterios de evaluacion

n

14

14

10

Dada la singularidad de los contenidos de este capitulo se ha considerado también el curriculo de la educacion secun-

daria obligatoria.
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Capitulo 2.4 Matematicas para el estudio y tratamiento de las enfermedades

Marco Antonio Fontelos Lopez

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,0,0,0,0,0, CyC, E,E,E,E,yE

Asignatura: Biologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

0,0,0,0,0,0,0,0, C,C,.C,yC, E,E E EVE,

Asignatura: Ciencias de la Tierra y Medioambientales (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

0 C E

5 4 7

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0,0, 0, 0,0, 0, 0, O

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

CyG E.E,yE,

Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

CyG, E.EYE,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 0, 0, O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

CyGq E.E,yE,
Asignatura: Matematicas Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
CyC, E.E,E.YE,
Balance de frecuencias. Capitulo 2.4
Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

8 33 15 24

3N
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Capitulo 2.5 El genoma humano

Enrique Macias Virgds y Antonio Gémez Tato

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,0,0,0,0,y0, CyG E.E,E,EYE,
Asignatura: Biologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,0,0,0,y0, CyG E.E,yE

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 0,0,y O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C,CyC, E,E,E,E¥E,

Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C1 Y Cz El' E2 y E3

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: 0,0,,0,,0,, 0, 0,y O

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

G E,EsE YE,
Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
CyG E.E,E,E.E,EVE,
Balance de frecuencias. Capitulo 2.5
Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

6 30 12 27
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Capitulo 3.1 Meteorologia y clima

Ana Maria Mancho

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo
0,0,0,0,0,0,0,0, C.GC.C E.E,E E, EE

273 T4 75 76

Asignatura: Biologia y Geologia (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

0,0, C, E,
Asignatura: Ciencias de la Tierra y Medioambientales (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,0,0,0,0, C.C,C E.E,E,EE

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, O

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
C.C.CC, E.E E,E,E

3y 67

Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
C.C.C E.ELE E,E

273 Ty T

Asignatura: Geografia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
C E

6 3 5

0
Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
Objetivos comunes: 0,0, 0,0, 0, O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

C.C.C E.E,E,
Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
G, G E,Es
Balance de frecuencias. Capitulo 3.1
Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

8 22 21 28
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Capitulo 3.2 Matematicas y economia

Carlos Vazquez Cendon

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,0,0,0,0,0, CCyC E.E,.E,EYE6
Asignatura: Ciencias de la Tierra y Medioambientales (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,y0, C CyC, E.E,yE,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0,y O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

CyC, E,
Asignatura: Tecnologia Industrial | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,y0, C.GCyC E,E,YE
Asignatura: Economia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
0,0,0,0,0,0,0,0,y0, C.CGCC,CGCYC E.EEE, E,EE EYE,
Asignatura: Geografia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
0, 0.y0Oq CCCyC E,E,VE

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: 0,0, 0,,0,, 0,0, 0,y O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

CCyC, E,E,E.EsvE,
Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
CyG E E4E VE,
Balance de frecuencias. Capitulo 3.2
Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

9 40 29 33
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Capitulo 3.3 Catastrofes inducidas por el hombre

Carlos Parés,M? Luz Mufioz Ruiz y José Manuel Gonzélez Vida

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,0,0,0,0,0, CyC, E.E,E,E.VE;
Asignatura: Ciencias de la Tierra y Medioambientales (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,0,0,y0, C.C C.CyGC E.E,EsE, EsyE,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 00,0,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

CyG E.ELEYE
Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
C.GyGC, E.ELE,YE
Asignatura: Economia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
0,y0, CyG E yEg
Asignatura: Geografia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
0,0.y0, C, E,vE,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 0, 0, O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

CyG E,yE,
Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
CyG E.E,VE,
Balance de frecuencias. Capitulo 3.3
Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

8 36 19 28
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Capitulo 3.4 Matematicas y redes

Juan José Rué y Ana Zumalacarregui

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0.0,0,0,0,0,0,0 C.C E.E,YE,
Asignatura: Fisica
Oy G

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 0, 0, O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C: Aritméticay Algebra

Asignatura: Matematicas Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C:AlgebraLineal E,E,yE,
Asignatura: Tecnologia Industrial Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0, C,yC E,EgvE
Asignatura: Economia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
o, C,

Asignatura: Geografia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

0,y0 a.C,yC

2

Asignaturas: Matematica | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,,0,, 0, 0, O,

Asignatura: Matematicas Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

C,Algebra E E,yE,

Balance de frecuencias. Capitulo 3.4

Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

8 29 n 12
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Capitulo 3.5 Las matematicas que hacen segura la red

Vanesa Daza

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo
0,0,0,0,0,0,0,0, C E.yE,
Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
Objetivos comunes: 0,0, 0,,0,,0,, O, O, O
Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
C E

1 1

6

Asignatura: Matematicas Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
C E

1 3

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
Objetivos comunes: 0, 0,0, 0, 0, O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

C E,vE,
Balance de frecuencias. Capitulo 3.5
Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion
S 24 4 6
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Capitulo 3.6 Energia

Rafael Montenegro

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,0,0,0,0,0, C.CyGC E.ELE,EvE
Asignatura: Ciencias de la Tierra y Medioambientales (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0, C.CyC E.E,yE,
Asignatura: Fisica (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,y0, C E,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0,0, 0,,0,,0,, 0, O, Oq

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

CyC, E,yE,
Asignatura: Matematicas |l (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
CyC, E.ELEYE
Asignatura: Tecnologia Industrial | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,y0, C E,
Asignatura: Geografia (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)
0,0,0,y0q C.GyC, E,vE.

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,y O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

CyC, E,y E5

Balance de frecuencias. Capitulo 3.6

Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

9 28 17 20
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Capitulo 4.1 Sistema Solar

Tomas L. Gomez

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,0,0,0,0,0, C E.ELEYE,
Asignatura: Fisica (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,0,y0, C.CyC, E,YE,
Asignatura: Fisica y Quimica (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0,0,0,0,0,0,0, C.CyGC E.E,VE,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0,0, 0,,0,,0,, 0, 0, Oq

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C.CyGQ E,E,YE,
Asignatura: Matematicas Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
C, E,vE
Balance de frecuencias. Capitulo 4.1
Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

5 29 n 14

319
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Capitulo 4.2 El Planeta Tierra en el Universo

Manuel de Ledn

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

Asignatura: Ciencias para el Mundo Contemporaneo

0,0,0,00, C,.C.C E.E,
Asignatura: Fisica (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
0,0, 0,0, C.C,GC E.E,E,E,

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

Objetivos comunes: 0, 0,,0,,0,, O,

Asignatura: Matematicas | (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)

C]’ CZ El' EZ' E3
Asignaturas: Matematicas Il (Modalidad de Ciencias y Tecnologia)
C]’ CZ El' EZ' E3

Asignaturas: Matematicas | y Il (Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales)

Objetivos comunes: O, O,

Balance de frecuencias. Capitulo 4.2

Asignaturas Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion

6 16 10 12




IV. GLOSARIO






Aberracion de la luz: Diferencia entre la posicion obser-
vada de una estrella y la posicion real, debido a la combi-
nacion de la velocidad del observadory la velocidad de la
luz. (Cap. 4.1)

ADN: Molécula que contiene codificadas las instruccio-
nes genéticas utilizadas en el desarrollo y funcionamien-
to de un organismo vivo. (Cap. 2.5)

Aerofrenado: Técnica por la que se frena una nave espa-
cial usando la friccion con la atmosfera. (Cap. 4.1)

Analisis matematico: Parte de las matematicas que es-
tudia las funciones, incluyendo las derivadas, integrales
y surelacion. Esta area de las matematicas proporciona
herramientas Utiles para estudiar si una ecuacion dife-
rencial constituye un problema bien planteado. (Cap. 3.3)

Analisis numérico: Parte de las matematicas que estu-
dia el disefio de métodos numéricos adecuados para ha-
llar soluciones aproximadas de problemas matematicos.
Esta area de las matematicas proporciona herramientas
utiles para discretizar las ecuaciones diferenciales de un
modelo matematico. (Cap. 3.3)

Anemometro: Aparato utilizado para medir la velocidad
del viento en un punto. Proporciona el valor de sumadulo
y direccién en un instante, o el valor medio en un periodo
de tiempo. (Cap. 3.6)

Angiogénesis: Proceso consistente en la formacion de
vasos sanguineos nuevos a partir de los vasos preexis-
tentes. (Cap. 2.4)

Angulo aureo: Angulo o de una circunferencia de tal
modo que el cociente de la longitud de arco del angulo
360°-a v la longitud de arco del angulo o es precisa-
mente el nimero de oro. Su valor es aproximadamente
137,5°.(Cap.23)

Antropogénico: Referido a efectos o procesos que son
consecuencia de actividades humanas, en contrapo-
sicion con aquellos que lo son de causas naturales sin
influencia del hombre. Por ejemplo, en lo que se refiere

al clima de la Tierra, son efectos antropogeénicos los de-
bidos a procesos como la deforestacion o la emision de
gases de efecto invernadero. (Cap. 3.3)

Arbol de la vida: Arbol filogenético de todas las especies
presentes en el planeta Tierra hoy en dia. (Cap. 2.2)

Arbol filogenético: Grafo que se usa para representar la
evolucidn; las hojas del arbol representan especies ac-
tuales y los vértices internos representan ancestros de
estas especies. (Cap.2.2)

Asimilacion de datos: Procedimiento mediante el cual
las observaciones atmosféricas se incorporan en un mo-
delo real programado en un ordenador, de forma que el
modelo cuente para sus predicciones con la informacion
aportada por las observaciones y medidas. (Cap. 3.1)

Automata celular: Modelo matematico discreto en el
que el estado del sistema viene dado por uno o mas valo-
res numericos en un conjunto finito de compartimentos
o células, cuya evolucidn viene dada por un conjunto fini-
to de reglas que se aplican secuencialmente a todos los
compartimentos. (Cap. 3.3)

Axon: Prolongacion de las neuronas especializadas en
conducir el impulso nervioso desde el cuerpo celular o
soma hacia otra neurona. (Cap. 2.4)

Base de Datos: Conjunto estructurado de datos. (Cap. 2.5)

Big-Bang: Singularidad inicial de las ecuaciones de cam-
po que dio lugar al universo actual. (Cap. 4.2)

Calculo estocastico: Parte de las matematicas que desa-
rrolla para los procesos estocasticos herramientas ana-
logas al calculo determinista mas tradicional. En particu-
lar, estudia el calculo diferencial estocastico, el calculo
integral estocastico, etcétera. Por ejemplo, el lema lto:
es el analogo en calculo estocastico a la regla de la ca-
dena en el calculo determinista. También es preciso dar
sentido a la integral respecto de un proceso o integral
estocastica. (Cap.3.2)
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Cambio climatico: Variacion global del clima de la Tie-
rra debida tanto a causas naturales como a la accion
del hombre, y que se produce a muy diversas escalas de
tiempo y sobre todos los parametros climaticos: tempe-
ratura, precipitaciones, nubosidad, etcétera (Cap. 3.3)

Camino euleriano (en un grafo): Secuencia de vérti-
ces conectados consecutivamente por aristas con la
propiedad de que toda pasa por cada arista una Unica
vez. (Cap.3.4)

Camino Hamiltoniano (en un grafo): Secuencia de vér-
tices conectados consecutivamente por aristas con la
propiedad de que pasa por cada veértices una Unica vez.
(Cap.3.4)

Cancer: Enfermedad neoplasica con transformacion de
las células, que proliferan de manera anormal e incontro-
lada. Tumor maligno. (Cap. 2.1y 2.4)

Catastrofe: Si buscamos la palabra catastrofe en el dic-
cionario de la RAE, encontraremos como primera acep-
cion: “Suceso infausto que altera gravemente el orden
regular de las cosas”. Curiosamente, la quinta acepcion
del término nos deriva a su relacion con la fisica y la ma-
tematica: “Cambio brusco de estado de un sistema dina-
mico, provocado por una minima alteracion de uno de sus
parametros” (Cap.3.3)

Cereza de un arbol filogenético: Dos hojas que estan
unidas al &rbol por un nodo comun. (Cap. 2.2)

Ciclo euleriano: Camino euleriano donde el vértice inicial
y el vértice final coinciden. (Cap. 3.4)

Ciclo hamiltoniano: Camino hamiltoniano donde el vérti-
ce inicial y el vértice final coinciden. (Cap. 3.4)

Coctel de medicamentos: Combinacion de medicamentos
para el tratamiento del SIDA, desarrollado en los 90, para
optimizar el proceso de eliminacion de virus. (Cap. 2.4)

Coeficiente de agrupamiento (de un grafo): Parametro
que mide cuan cercaun grafo esta de ser completamente

ordenado (parametro igual a 0) o de ser completamen-
te aleatorio (pardmetro igual a1). También denominado
cluster coefficient. (Cap. 3.4)

Colera: Enfermedad epidémica aguda de origen bacte-
riano, caracterizada por vomitos repetidos y diarrea se-
vera. (Cap.21)

Coloracién (de un grafo): Asignacion de colores a los vér-
tices de un grafo. (Cap.3.4)

Constante cosmoldgica: Constante que introdujo Eins-
tein como una modificacion de su ecuacion original del
campo gravitatorio para conseguir una solucion de uni-
verso estatico. Aunque Einsteinrechazd después su exis-
tencia, suinterés hacrecido enlos Ultimos afios. (Cap. 4.2)

Constante solar: Energia captada, por unidad de tiempo y
area, por una superficie situada a la distancia media entre
el Sol y la Tierra, y ortogonal a la linea recta que une sus
centros. Este valor es del orden de 1.350 W/m? (Cap. 3.6)

Control: Conjunto de acciones que se deben realizar so-
bre las variables que intervienen en un modelo para que
la evolucion del sistema que representa sea la que resul-
tadeseable. (Cap.3.3)

Conveccion de Rayleigh-Bérnard: Movimiento de parti-
culas o materia producido por cambios de temperatura
donde las particulas calientes ascienden y las frias des-
cienden. (Cap.1.2)

Coste computacional: Ndmero de operaciones involu-
cradas en un algoritmo o procedimiento implementado
en el ordenador. El tiempo de computo requerido para la
obtencion del resultado es proporcional al coste compu-
tacional, o complejidad algoritmica, del procedimiento.
(Cap.3.6)

Criptografia: Rama de las matematicas que se encarga
del estudio de los algoritmos, protocolos y sistemas que
se utilizan para proteger la informacion, garantizando la
seguridad de las comunicaciones. (Cap. 3.5)



Criptografia de clave publica (también llamada cripto-
grafia asimétrica): Método de cifrado que utiliza un par
de claves para el envio de mensajes, una clave publica
que se utiliza para cifrar y una clave privada que solo el
receptor del mensaje posee y que le permite descifrar
el mensaje cifrado. (Cap. 3.5)

Criptografia hibrida: Protocolo criptogréafico que utiliza
criptografia de clave publica para compartir una clave de
un cifrado de criptografia simétrica. (Cap. 3.5)

Curva loxodrémica: Curva que une dos puntos cuales-
quiera de la superficie terrestre cortando a todos los
meridianos con el mismo angulo. (Cap.1.1)

Curva ortodrémica: Camino mas corto entre dos puntos
de la superficie terrestre; es el arco del circulo maximo
que los une (coincide con las geodésicas de la esfera).
(Cap.1)

Curvas conicas (o secciones cénicas): Es la curva produ-
cida por la interseccion entre un cono circular recto y un
plano. Segun la inclinacion del plano se clasifican en: cir-
cunferencia, elipse, parabola e hipérbola. (Cap. 4.1)

Curvatura: Intuitivamente, la curvatura mide cuanto se
desviaun objeto de su plano geométrico dentro de un es-
pacio euclideo. (Cap. 4.2)

Curvatura constante: Cuando la curvatura es la misma
en todos los puntos de la superficie. (Cap. 4.2)

Demografia: Estudio estadistico de una colectividad hu-
mana, referido a un determinado momento o a su evolu-
cion. (Cap.21)

Determinismo: Cosmovision del mundo fisico propuesta
por matematicos como Laplace segun la cual las leyes de
la naturaleza se pueden expresar mediante ecuaciones que
hacen a la naturaleza completamente predecible. (Cap. 3.1)

Diametro (de un grafo): Maximo de las distancias entre
todos los pares de vértices de un grafo (ver distancia en
un grafo). (Cap. 3.4)

IV. GLOSARIO

Dinamica de poblaciones: Evolucién temporal de las dis-
tintas poblaciones que conforman un colectivo determi-
nado. (Cap.21)

Discretizacion: Procedimiento que permite encontrar
soluciones aproximadas de las soluciones de una ecua-
cion diferencial mediante la aplicacion de un método nu-
mérico. Este procedimiento permite pasar de una ecua-
cion diferencial a una ecuacion algebraica, resoluble en el
ordenador. (Cap. 3.3)

Discretizar: Aproximar o sustituir lo continuo por lo ana-
logo discreto. En el contexto de la frase “El intervalo de
tiempo se discretiza.. " se entiende que se toma un con-
junto finito de instantes de tiempo dentro del intervalo
temporal. Por simplicidad, se toman tiempos discretos
igualmente espaciados, es decir, entre dos tiempos con-
secutivos existe la misma distancia (paso de tiempo).
(Cap.3.2)

Distancia (entre dos vértices de un grafo): Nimero mi-
nimo de vértices consecutivos (unidos por una sucesion
de aristas) entre dos vértices fijados. (Cap. 3.4)

Distancia evolutiva: Estimacion de la cantidad de cam-
bios producidos entre dos secuencias de ADN. (Cap. 2.2)

Distancia Jukes-Cantor: Distancia evolutiva del mode-
lo evolutivo mas sencillo (Jukes-Cantor), que se calcula
como -3/4In(1-4p/3), donde p denota la fraccion de nu-
cledtidos distintos entre las dos secuencias. (Cap. 2.2)

Ecuacion: Expresion matematica en la que hay una
0 mas incognitas y un conjunto de datos. Resolver la
ecuacion consiste en, dado un conjunto de datos, en-
contrar los valores de las incdgnitas que hacen cierta la
ecuacion. (Cap.3.3)

Ecuacion de Elasticidad: Ecuaciones que modelan el
comportamiento de deformaciones pequefias en los s6-
lidos. (Cap.1.2)

Ecuacion de ondas: Ecuacidn del modelo mas sencillo de
lapropagacién de ondas como la cuerda vibrante. (Cap.1.2)
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Ecuacion diferencial (ED): Ecuacién matematica cuya in-
cognita es unafuncion, y cuya expresionrelaciona laincog-
nita con algunas de sus derivadas. (Cap. 3.3)

Ecuacion diferencial estocastica: Ecuacion que verifica
la diferencial estocastica de un proceso. Su solucion es
un proceso estocastico. Al igual que en el estudio de las
ecuaciones diferenciales clasicas, se analizan resultados
que garantizan la existencia y unicidad de solucién, como
se pueden resolver exactamente o aproximar numérica-
mente el proceso solucion. (Cap. 3.2)

Ecuaciodn diferencial ordinaria (EDO): Ecuacion diferen-
cial en la que la funcion incégnita depende de una sola
variable independiente (por ejemplo, la variable tiempo).

(Cap.33)

Ecuacion diferencial: Relacion entre una funcion y sus
derivadas y cuya incdgnita es la propia funcidn que obe-
dece dicharelacion. (Cap. 2.4)

Ecuacién en derivadas parciales (EDP): Ecuacion dife-
rencial en la que la funcion incdgnita depende de mas
de una variable independiente (por ejemplo, la variable
tiempo 'y las tres variables espaciales). (Cap. 3.3)

Ecuacion KdV: Ecuacion que modela la propagacion de
ondas de longitud larga en un medio dispersivo. (Cap.1.2)

Ecuaciones de Navier-Stokes: Sistema de ecuaciones
en derivadas parciales que describen el movimiento de
un fluido y que son utilizadas en la simulacion de nume-
rosos fendmenos relacionados con el planeta Tierra: me-
teorologia, climatologia, oceanografia, ingenieria hidrau-
lica, etcétera.(Cap.3.3)

Ecuaciones de Saint Venant o de aguas someras: Siste-
ma de ecuaciones en derivadas parciales que describen
el comportamiento de ciertos flujos geofisicos cuyas di-
mensiones verticales son pequefias comparadas con las
horizontales, como ocurre a menudo en rios, lagos, cana-
les, zonas costeras, etcetera. Se deducen a partir de las
ecuaciones de Navier-Stokes. (Cap.3.3)

Ecuaciones diferenciales: Ecuaciones donde las incogni-
tas son funciones de una o varias variables y en las que
aparecen algunas de sus derivadas sucesivas. (Cap. 3.6)

Edafico: Relativo a la edafologia, rama de la ciencia que
trata la naturalezay condiciones del suelo, en surelacion
con las plantas. (Cap.3.3)

Efecto invernadero: Retencidn del calor del Sol en la at-
masfera de la Tierra por parte de una capa de gases, en-
tre ellos, el didxido de carbono. (Cap. 3.3)

Efecto mariposa: Manera popular de referirse a la sen-
sibilidad a las condiciones iniciales que presentan los
sistemas dinamicos cadticos. En ellos, pequefias diferen-
cias en las condiciones iniciales conducen a resultados
totalmente dispares, por lo que no es posible la predic-
cionalargo plazo. (Cap.3.1y 3.3)

Enfermedad neurodegenerativa: Enfermedad que pro-
duce una reduccion del nimero de neuronas y su funcio-
nalidad, generando asi cambios en la conducta. (Cap. 2.4)

Epidemia: Enfermedad que se propaga durante algtn
tiempo por un pals, afectando simultaneamente a un
gran nimero de personas. (Cap. 2.1)

Epidemiologia: Tratado de las epidemias. (Cap. 2.1)

Esferoide: Figura tridimensional tras larevolucién de una
elipse alrededor de unos de sus ejes. Es la forma del pla-
neta Tierra. (Cap.1.2)

Espacio de probabilidad filtrado: Es la estructura proba-
bilistica adecuada para trabajar con procesos estocasti-
cos. El espacio de probabilidad incorpora una filtracion,
en la que para cada parametro del proceso (tiempo) se
considera una coleccion de sigma algebras cada vez mas
grande. (Cap.3.2)

EURIBOR: Es el tipo de interés promedio al que se pres-
tan el dinero en euros ciertas entidades financieras eu-
ropeas. Dado que su valor se publica diariamente, suele



servir de referencia para préstamos o rendimientos de
depositos. Por ejemplo, se puede ofrecer un préstamo
hipotecario al tipo EURIBOR+0,8% o comercializar un
deposito a 10 afios con una rentabilidad anual del EURI-
BOR+1%, actualizado anualmente. (Cap. 3.2)

Evolucion: Conjunto de transformaciones o cambios a
través del tiempo que ha originado la diversidad de for-
mas de vida que existen sobre la Tierra. (Cap. 2.5)

Fenotipo: Conjunto de rasgos observables de un organis-
mo. (Cap. 2.5)

Filogenética: Areadelabiologiaque estudialos procesos
evolutivos de especies y poblaciones. (Cap. 2.2)

Filogenia: Secuencia antecesor-descendiente del mun-
do organico. (Cap. 2.5)

Filotaxia: Disposicion de las diferentes partes de una
planta como hojas sobre el tallo, pétalos de las flores,
semillas...(Cap. 2.3)

Firma digital: Protocolo criptografico que permite al re-
ceptor de un mensaje firmado digitalmente determinar
la identidad del emisor del mensaje, a la vez que se ga-
rantiza que el mensaje no ha sido alterado desde que fue
firmado. (Cap. 3.5)

Fluido ideal: Fluido incompresible e inviscido, o de visco-
sidad nula. (Cap.1.3)

Fluido incompresible: Se considera que un fluido es in-
compresible si al encontrarse en movimiento resulta que
la cantidad de fluido que entra en cualquier region cerrada
es lamisma que la que sale. Elmodelo de masa consisten-
te considera al aire como un fluido incompresible dentro
delrango usual de velocidades del viento. (Cap. 3.6)

Formula de Bayes: Expresion de la probabilidad condi-
cionada de un suceso a partir del conocimiento de los
efectos en una particion del espacio de probabilidad.
(Cap.1.2)

IV. GLOSARIO

Férmula de D’Alambert: Expresidn que nos facilita la so-
lucion de la ecuacion de ondas. (Cap.1.2)

Férmula de Euler: Expresion que relaciona el nimero de
vértices, el nimero de aristas y el nimero de caras en un
mapa. (Cap.3.4)

Gedésicas: Las curvas de una superficie que minimizan la
distancia entre dos puntos. (Cap. 4.2)

Gen: Unidad bioldgica basica de la herencia. Estd forma-
dapor ADN. (Cap. 2.5)

Genoma: Informacion hereditaria de un organismo, que
en organismos eucariotas se codifica en el ADN del nd-
cleo de las células. (Cap. 2.2y 2.5)

Genotipo: Conjunto de genes de un organismo. (Cap. 2.5)

Grado (de un vértice): Nimero de vértices que son inci-
dentes con el vértice considerado. (Cap. 3.4)

Grafo completo: Grafo que contiene todas las aristas po-
sibles entre sus vértices. (Cap.3.4)

Grafo dirigido: Grafo en el que cada una de las aristas tie-
ne una orientacion. (Cap. 3.4)

Grafo plano: Grafo que puede dibujarse en el plano (o equi-
valentemente en la esfera) de tal modo que dos aristas Uni-
camente se pueden intersecar en vértices. (Cap.3.4)

Grafo: Conjunto de elementos (denominados vértices)
y las interacciones entre ellos (denominadas aristas).
(Cap.25y3.4)

IBEX35: indice bursatil de labolsa espafiola formado por
las 35 empresas de mayor liquidez. La ponderacion de
cada empresa en el indice depende de su capitalizacion
bursatil. En otros paises existen indices analogos, que
puede ser construidos de diferente forma: DAX (Frank-
furt), Dow Jones (New York), Eurostoxx50 (zona euro),
etcétera. (Cap.3.2)
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Impulso nervioso: Onda de naturaleza eléctrica que
recorre toda la neurona y que se origina como conse-
cuencia de un cambio transitorio de la permeabilidad en
la membrana plasmatica tras un estimulo. (Cap. 2.4)

Incompresibilidad: Un fluido incompresible es aquel
gue no se puede comprimir o reducir a un volumen
menor. Mas concretamente, en la evolucion de las
particulas de un fluido incompresible se mantiene
siempre el volumen del espacio ocupado por ellas. En
una primera aproximacion, esta propiedad sirve para
distinguir los liquidos (incompresibles), de los gases
(compresibles). Pero en muchas circunstancias el flujo
de un gas, como por ejemplo el aire cuando se estudia
el vuelo de los aviones, se comporta como un fluido in-
compresible. (Cap.1.3)

indice Reproductivo Basico: Nimero de contactos es-
perado por parte de un infectado. (Cap. 2.1)

Inmision: Concentracion de los contaminantes recibi-
dos enun punto, debido a la presencia de un foco emisor.
En los analisis de la calidad del aire, es muy importante
obtener los valores de la inmision sobre la superficie del
terreno para poder evaluar el impacto ambiental de los
contaminantes. (Cap. 3.6)

Irradiacién: Energia solar (J/m?) captada por unidad de
superficie a lo largo de unintervalo de tiempo. (Cap. 3.6)

Irradiancia: Potencia solar (W/m?) recibida por unidad de
superficie. (Cap. 3.6)

Isometria: Aplicacion entre superficies que conserva las
distancias. (Cap. 4.2)

Lineas de corriente: Se denomina linea de corriente
a aquella que es tangente, en cada punto, al vector ve-
locidad del fluido en un instante determinado. (Cap.1.3)

Logistica: Conjunto de medios y métodos necesarios
para llevar a cabo tareas tales como la organizacion de
una empresa o la prestacion de un servicio, especial-
mente de distribucion. (Cap. 3.3)

Longitud de onda: La longitud de onda de una ola es la
distancia entre dos crestas consecutivas. Si la velocidad
de propagacion de la ola es constante, entonces la longi-
tud de onda es inversamente proporcional a la frecuen-
cia.(Cap.1.3)

Lugar geométrico: Conjunto de puntos que satisfacen
una determinada propiedad geométrica. (Cap.1.1)

Malaria: Enfermedad febril producida por un protozoo,
y transmitida al hombre por la picadura de mosquitos.
(Cap.21)

Malla: Aproximacion discreta (a trozos) de un domino
real. La generacion de una malla de la region de estudio
constituye el punto de partida para la aplicacion del mé-
todo de elementos finitos. Se suelen utilizar mallas de
triangulos o cuadrilateros para superficies, y tetraedros
o0 hexaedros para dominios tridimensionales. (Cap. 3.6)

Malware: Anglicismo con el que se conoce al conjunto de
programas maliciosos o malintencionados que tienen como
objetivo infiltrarse o dafiar un ordenador o sistema de infor-
macion sin el consentimiento de su propietario. (Cap. 3.5)

Maximo de parsimonia: Método de reconstruccion
filogenética basado en caracteres; escoge el arbol
donde se requiere el minimo nimero de cambios entre
secuencias. (Cap.2.2)

Metastasis: Propagacion de un foco canceroso a un or-
gano distinto de aquel en que se inici¢. (Cap. 2.4)

Método de elementos finitos: Método numérico que
permite aproximar numéricamente la solucién de pro-
blemas de ecuaciones en derivadas parciales. Estos
problemas modelan procesos y dispositivos surgidos
del ambito de la ingenieria y las ciencias aplicadas y en
muchas ocasiones es imposible obtener la expresion
analitica de la solucidn, por lo que han de usarse estas
técnicas de aproximacion para dar respuesta. Los méto-
dos se incorporan al software profesional de simulacion
numérica en distintos areas de aplicacién (mecanica de
fluidos y solidos, acustica, ciencias medioambientales,



finanzas, electromagnetismo, etcétera). En particular, el
método de elementos finitos se basa en el planteamien-
to de formulaciones variacionales de los problemas. Los
métodos de diferencias finitas tienen el mismo objetivo
de aproximar soluciones de ecuaciones en derivadas par-
ciales, utilizando técnicas de aproximacion de las deriva-
das por cocientes (derivacion numérica). (Cap. 3.2y 3.6)

Método numérico: Herramientas matematicas que per-
miten encontrar soluciones aproximadas de ecuaciones
para las que es dificil, o incluso imposible, hallar sus solu-
ciones exactas con un nimero finito de célculos. (Cap. 3.3)

Mielina: Capa aislante que se forma alrededor de los
nervios, entre ellos, los que se encuentran en el cerebro
y la médula espinal. El propdsito de la vaina de mielina es
permitir la transmision rapida y eficiente de impulsos a lo
largo de las neuronas (Cap. 2.4)

Mineria de datos: Descubrimiento automatico de patro-
nes en grandes conjuntos de datos. (Cap. 2.5)

Modelizacion: Proceso de elaboracion de un modelo ade-
cuado para representar un fenémeno real. Muy a menu-
do, se trata de una actividad pluridisciplinar. (Cap. 3.3)

Modelo: Representacion abstracta de un cierto aspecto
de la realidad, con una estructura formada por los ele-
mentos que caracterizan dicho aspecto y por las relacio-
nes entre estos. (Cap. 3.3)

Modelo de Hodgkin y Huxley: Sistema de ecuaciones
diferenciales que describe la propagacion de un impulso
nervioso a lo largo del axén de la neurona. (Cap. 2.4)

Modelo matematico: Modelo abstracto que usa el len-
guaje matematico para representar los aspectos esen-
ciales de un sistema real y que se usa para intentar com-
prender, predecir y/o controlar su comportamiento. El
estado del sistema esta caracterizado por un conjunto
de numeros que pueden variar en el espacio y en el tiem-
po. El lenguaje matematico permite expresar las leyes
que rigen la evolucion del sistema como una ecuacion o
sistemas de ecuaciones. (Cap. 3.3)

IV. GLOSARIO

Modelo numérico: Procedimiento o método matematico
orientado a la resolucion de un problema con el uso de
un ordenador. Los modelos numéricos obtienen normal-
mente una aproximacion de la solucion exacta del proble-
ma. (Cap.3.6)

Movimiento browniano o proceso de Wiene: Es un pro-
ceso estocasticoparticular que enelinstante inicial toma
elvalor cero, tiene incrementos independientes y la dife-
rencia entre las variables aleatorias correspondientes a
dos tiempos distintos sigue una distribucion normal de
media nulay varianza igual a la diferencia entre el tiempo
mayory el menor.

Multigrafo: Generalizacion delmodelo de grafo, enel que
un par de vértices puede estar unido por mas de una aris-
ta. Asimismo, un vértice puede estar unido con él mismo
mediante lazos. (Cap. 3.4)

Neighbor-joining: Método de reconstruccion filogenéti-
ca basado en distancias; escoge como cerezas del arbol
aquellas especies que minimizan la distancia entre ellas
pero que maximizan la distancia a las otras especies.
(Cap.2.2)

Neurona: Unidad estructural y funcional del sistema ner-
vioso. Recibe los estimulos provenientes del medio am-
biente, los convierte en impulsos nerviosos y los trans-
mite a otra neurona, a una célula muscular o glandular
donde producirdn unarespuesta. (Cap. 2.4)

Nucleodtidos: Las moléculas de las que esta constituido
el ADN. (Cap.2.5)

Nimero cromatico: Nimero minimo de colores necesa-
rios para colorear los vértices de un grafo, de tal modo
que los extremos de una arista siempre tienen color dis-
tinto. (Cap.3.4)

Numer \/o de oro ¢: NUmero irracional cuyo valor numérico
es 1* VS que es aproximadamente 1.61803398. (Cap.2.3)

Optimizacién: Busqueda del elemento de un conjunto
que sea el mejor con respecto a algtn criterio. (Cap. 3.3)
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Orbita geoestacionaria: Orbita circular alrededor de la
Tierra cuyo periodo coincide con el periodo de rotacién
de la Tierra, por lo que, para un observador sobre la su-
perficie de la Tierra, un objeto en esta orbita aparece
siempre en la misma posicion. Se usa, por ejemplo, para
la television via satélite, porque permite que la antena de
recepcion esté fija, mirando siempre en la misma direc-
cion. (Cap. 4.1)

Paralaje: Desplazamiento en la posicidn aparente de un
objeto al cambiar la posicion del observador. En astro-
nomla se refiere al desplazamiento anual de la posicidn
de una estrella producido al cambiar el punto de vista del
observador ocasionado por el movimiento de la Tierra.
La medida de este desplazamiento permite conocer la
distancia a la estrella. (Cap. 4.1)

Piranémetro: Aparato que mide lairradiancia global reci-
bida sobre una superficie horizontal. (Cap. 3.6)

Pirheliometro: Aparato que mide la irradiancia directa
recibida sobre una superficie horizontal. (Cap. 3.6)

Pluma contaminante: Region mas afectada por los con-
taminantes emitidos desde un foco. La trayectoria de la
pluma contaminante, debida a las emisiones de la chime-
nea de una central térmica, depende principalmente de
la velocidad de salida de los gases y del campo de viento.
(Cap.3.6)

Poliedro: Cuerpo geométrico cuyas caras son planas y
encierranun volumen finito. La palabra poliedro viene del
griego polyedron, que significa“muchas caras”. (Cap. 4.2)

Prediccion numérica del tiempo: Prediccion del tiempo
gue se obtiene resolviendo en el espacio y el tiempo
las complejas ecuaciones de la dinamica atmosférica,
mediante calculos en un ordenador que involucran pe-
quefios pasos temporales y una discretizacion del espa-
cio.(Cap.3)

Prediccion por conjuntos: Método de prediccion numérica
deltiempo en el que para producir un prondstico en el futuro,

se utilizan multiples predicciones. Estas se obtienen a partir
de condiciones iniciales ligeramente distintas, que evolucio-
nan seguin un modelo, o bien a partir de una condicion inicial
que evoluciona segun distintos modelos. Sobre el conjunto
de prondsticos se efecttia una mediay se obtiene una medi-
dade laincertidumbre de los resultados. (Cap. 3.1)

Presion: Caracter fundamental en el modelo de los
fluidos querepresentalafuerza, por unidad de superficie,
que ejercen las particulas fluidas. (Cap.1.3)

Primordio: Estado rudimentario o primigenio en que se
encuentra un érgano en formacién de una planta. (Cap. 2.3)

Problema bien planteado: Se dice que un problema ma-
tematico esta bien planteado si, dado un conjunto com-
pleto de datos, la solucion existe, es Unica y depende con
continuidad de los datos, es decir, si pequefias variacio-
nes en los datos producen pequefias variaciones en las
soluciones (al menos a corto plazo). (Cap.3.3)

Proceso estocastico: Sucesion de variables aleatorias
dependientes de un pardmetro. Si este parametro se
mueve en un intervalo se habla de proceso estocastico
continuo, mientras que si toma un conjunto finito de valo-
ressellamaproceso estocastico discreto. Normalmente,
el pardmetro se identifica con la variable temporal. Para
cada valor del pardmetro (tiempo) tenemos una variable
aleatoria. Si fijamos un suceso del espacio muestral, el
valor de las variables aleatorias sobre el suceso definen
una trayectoria del proceso. Se usan los procesos esto-
casticos para modelar el precio de activos y derivados
financieros. (Cap. 3.2)

Protocolo: Conjunto de procedimientos destinados a
controlar la secuencia de mensajes que se establecen
durante una comunicacién. (Cap. 3.5)

Proyeccion conforme: Aquella que conserva los angulos.
(Cap.11)

Proyeccion equivalente: Aquella que conserva el area.
(Cap.11)



Quimiotaxis: Fendmeno en el cual las bacterias y células
de otros organismos dirigen sus movimientos de acuer-
do a la concentracion de ciertas sustancias quimicas en
suentorno. (Cap. 2.4)

Radiacion de fondo de microondas: Radiacidn que es un
eco de la explosidn inicial que dio lugar al universo. (Cap.
4.2)

Radiacion solar: Término genérico utilizado para la ener-
gla solar captada por una superficie. Se evalla como la
suma de la radiacién directa: (incidencia directa desde
el Sol, si no hay obstaculos totalmente opacos entre la
superficie y el Sol), la difusa: (dispersada por los com-
ponentes de la atmdsfera) y la reflejada: (por el suelo en
funcion de su albedo). (Cap. 3.6)

Rectangulo aureo: Rectangulo en el que el cociente en-
tre la longitud del lado mayor y el lado menor es precisa-
mente el nimero de oro. (Cap. 2.3)

Regla de Laplace: Definicion de la probabilidad de un
suceso a partir de conocer los casos posibles y los casos
favorables. (Cap.1.2)

Reloj atémico: Tipo de reloj cuyo funcionamiento se basa
en lafrecuencia de resonancia de los dtomos. (Cap. 1.1)

Secuenciacion del ADN: Proceso para determinar el
orden de aparicidn de los diferentes nucledtidos de una
molécula de ADN. (Cap.2.5)

Seis grados de separacion: Principio que afirma que en
unamplio abanico de redes existe una gran interconexion
entre los vértices de las mismas. (Cap. 3.4)

Serie de Fourier: Suma de una combinacion infinita de
Senos y cosenos que nos permite obtener cualquier fun-
cioén periddica. (Cap.1.2)

Serie temporal: Secuencia de datos tomados en dife-
rentes tiempos y ordenados cronoldgicamente que nos
ayuda para reconstruir un fenomeno. (Cap.1.2)

IV. GLOSARIO

Sextante: Instrumento que permite medir angulos entre
dos objetos tales como dos puntos de una costa o un as-
tro (por ejemplo, el Sol) y el horizonte. Esta medida per-
mite conocer la latitud del punto en el que se encuentrael
observador. (Cap.1.1)

SIDA (Sindrome de inmunodeficiencia adquirida): Sin-
drome debido a la inmunosupresion producida por el vi-
rus VIH al eliminar este células del sistema inmunitario
humano facilitando asi el desarrollo de enfermedades
infeccionas. (Cap. 2.4)

Sistema cadtico: Aquel en que cualquier pequefia pertur-
bacion, o error, en las condiciones iniciales puede tener
una gran influencia sobre el resultado final. (Cap. 3.3)

Sistema de Posicionamiento Global (GPS): Sistema glo-
bal de navegacion por satélite que permite determinar en
todo el mundo la posicion de un objeto, una persona o un
vehiculo con una precision hasta de centimetros. (Cap.1.1)

Sistema numérico posicional: Esta dado por un conjunto
de simbolos y reglas de generacion que permiten cons-
truir todos los nimeros de dicho sistema. En un sistema
posicional cada simbolo representa un valor diferente
segun la posicion que ocupan. Por ejemplo, nuestro sis-
tema decimal es posicional, dos nimeros como 101y 110
representan nimeros diferentes aunque estan formados
por los mismos simbolos. (Cap. 2.3)

Subdivisién (de un grafo): Grafo que se obtiene tras
subdividir las aristas de éste. (Cap. 3.4)

Subgrafo: Grafo definido a partir de un grafo inicial me-
diante un subconjunto de vertices, y las aristas inducidas
correspondientes. (Cap. 3.4)

Sucesion numeérica: Es un conjunto ordenado de nume-
ros. Mas formalmente una sucesion viene dada por una
aplicacion entre el conjunto de los nimeros naturales (1,
2,3,4..)y elde los nimeros reales. (Cap. 2.3)

Superficie desarrollable: Aquella que se puede desarro-
lar o desplegar sobre un plano. (Cap. 4.2)
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Técnicas adaptativas: Estrategias numéricas que adap-
tan los pasos (resolucién) de las variables independien-
tes (normalmente tiempo y espacio) para conseguir una
buena aproximacion de la solucion con un minimo coste
computacional. (Cap. 3.6)

Tensor métrico: Concepto geométrico que se usa para
medir distancias, angulos y areas en superficies y en es-
pacios de dimension superior. (Cap. 4.2)

Teorema de Kuratowski: Teorema que caracteriza las
condiciones necesarias y suficientes para que un grafo
dado sea plano. (Cap.3.4)

Teorema de los cuatro colores: Resultado que afirma
que se pueden colorear los vértices de un grafo plano con
cuatro colores, de tal modo que los extremos de una aris-
ta siempre tienen color distinto. (Cap. 3.4)

Teoria de la relatividad: Teor{a desarrollada por Albert
Einstein basada en cdmo la materia curva el espacio en
suentorno. (Cap. 4.2)

Teoria del caos: Area de estudio en matematicas que
cuenta con numerosas aplicaciones en fisica, ingenieria,
biologiay econdmicas. Analiza el comportamiento de sis-
temas dinamicos que son muy sensibles a las condicio-
nes iniciales. (Cap.3.1y 3.3)

Teoria geocéntrica: Teor(a que sitta la Tierra (Geo) en el
centro del universo, y los astros, incluido el Sol, en drbi-
tas que giran alrededor de la Tierra El geocentrismo es-
tuvo vigente hasta el siglo XVI, cuando fue reemplazado
por la teoria heliocéntrica (el Sol en el centro). (Cap. 4.2)

Término general de una sucesion: En matematicas para
designar o nombrar los términos de una sucesion se uti-
liza una letra con subindices. De este modo, una sucesion
laescribiremos comoa,,, @, a.... indicando as{ el primer
término, el segundo, el tercero y asi sucesivamente. Con
la letra o, designamos el término n, o n-ésimo de dicha
sucesion al que llamaremos el término general de la ex-
presion. (Cap.2.3)

Transporte paralelo: Mecanismo para transportar vec-
tores de un punto a otro a lo largo de una superficie con-
servando las medidas. (Cap. 4.2)

Trayectoria: Trayectoria o linea de flujo seguida por una
particula del fluido. En general, a lo largo de su trayecto-
ria, la velocidad de la particula varia, tanto en magnitud
como en direccion. (Cap.1.3)

Trayectoria de Hohmann: Trayectoria usada para des-
plazarse entre dos drbitas circulares. Se trata de una or-
bita eliptica, con el periastro en la 6rbita mas pequefia y
elapoastro en lamas grande. (Cap. 4.1)

Tumor: Alteracion anormal de los tejidos que produce un
aumento de volumen. (Cap. 2.4)

Turbulencia: En el movimiento turbulento de un fluido el
campo de velocidades presenta puntos singulares, don-
de no puede ser descrito por medio de funciones lisas
o diferenciables, o bien se hace infinito, y en los que las
trayectorias de las particulas resultan ser poco predeci-
blesybastante cadticas. No obstante, encontrar leyes de
escala, quizas de naturaleza estadistica, que sirvan para
describir esos flujos turbulentos es uno de los grandes
desafios de la ciencia contemporanea. (Cap.1.3)

Validacion: Procedimiento que consiste en contrastar
los datos obtenidos a partir de un modelo matematico
con datos experimentales tomados del fendomeno mo-
delizado, con el fin de comprobar si el modelo puede ser
aceptado como una buena representacion del problema
real.(Cap.3.3)

Virus VIH: Virus causante del sindrome de inmunodefi-
ciencia adquirida (SIDA). (Cap. 2.4)

Viscosidad: Valor que mide la resistencia de un fluido
a las deformaciones tangenciales. Existen diversos
modelos de viscosidad. El caso mas sencillo de caracte-
rizar es el de los fluidos llamados newtonianos, que se
corresponden con unarelacion lineal entre el gradiente
de velocidades y las tensiones tangenciales. Pero hay



muchos fluidos, como son la saliva o la sangre, que exi-
gen otros modelos mas complejos. (Cap.1.3)

Vorticidad: Un vortice es un flujo en rotacion. Se trata
de un concepto matematico relacionado con la canti-
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dad de circulacidn o rotacion y que puede ser definido,
en magnitud, como la circulacion por unidad de area en
un punto del fluido. Como vector es el rotacional del
campo de velocidades. (Cap.1.3)
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La Tierra cilindrica

Al contrario que la esfera, la superficie de otros cuerpos geométricos
como el cilindro o el cono, si se puede desarrollar en el plano cortdndola

a lo largo de una recta y desplegandola.

Fue en el s. xvI cuando a Mercator se le ocurrié “envolver al planeta en
un cilindro”, proyectar la superficie sobre las paredes y después “des-

plegar” el cilindro en un plano.

Imaginate que introduces la Tierra en un cilindro y la vas hinchando
para que se amolde a sus paredes. Las zonas cercanas al Ecuador no
se deformaran mucho pero a medida que subimos en latitud hacia los
polos la deformacion sera cada vez mayor.

Como nuestro planeta es aproximada-
mente una esfera, al intentar repre-
sentar su superficie en un mapa se
nos plantea un problema importante,
ya que si tratamos de ajustar una hoja
de papel a dicha superficie, veremos
que comienzan a formarse pliegues.

No es posible envolver una esfera
en un papel sin que aparezcan arru-
gas. ;Como se podria representar el
mapa de la Tierra sin que quedase
arrugado?
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En esta proyecci6n se conservan los
angulos, pero no se mantiene la re-
lacion entre las areas, que aparecen
exageradas conforme nos acercamos
a los polos.

Compara de forma aproximada, las
superficies de Groenlandia y
Sudamérica en el mapa. Busca
en internet las
superficie reales de
ambos territorios
y comparalas, pero entonces:-»
;qué observas? £como se calcula
|a distancia exactd

entre dos \ugares
de la Tierra?

El viaje redondo: ;Vaya vacaciones!

12 etapa: ;A Nueva York'.. por el paralelo 40!

Nuestro avién vuela entre Madrid y Nueva York, que tienen aproximadamente
la misma latitud (400N), siguiendo el paralelo.

= a) Observa la figura y calcula
el radio r para la latitud
400N. (Dato: Radio
medio de la Tierra:
6370 km).

b) Busca en el dibujo la longitud en grados aproximada de
Madrid y de Nueva York y calcula la diferencia en longitud
que hay entre ambas ciudades.

c) Calcula la distancia que le corresponde al arco de paralelo
M-NY (Madrid-Nueva York)

22 etapa: jHacia Cuba! Por el meridiano es facil.

Si ahora navegamos en velero de Nueva York a Santiago de
Cuba, jcuantas millas nauticas recorreremos?

(Pista 1 milla ndutica = 1,852 km)

a) Como estan practicamente en el mismo meridiano, solo
has de buscar en el dibujo la latitud de ambas ciudades.

b) Réstalas y calcula la distancia en km que le corresponde
al arco de meridiano NY-SC; después pasa el resultado a
millas y ya esta.

32 etapa: {Volvemos a casa! ¢(Pitagoras esférico?

Para hallar la distancia mas corta entre dos puntos de la su-
perficie terrestre que no estén en el mismo meridiano, hay
que hacer un célculo mas laborioso (aqui no vale el teore-
ma de Pitagoras). Aproximando la longitud del ecuador por
40000 km, y siendo

6, la latitud y ¢, la longitud del punto 1 (SC)
6, la latitud y ¢, la longitud del punto 2 (M)

tendremos que aplicar esta terrible férmula de trigonometria
esférica:

40000

360 arccos| cos(90-6, )cos(90— 6, )+sen(90—6,)sen(90-6, )cos(¢, - 9,) |

a) Sielvuelo de vuelta lo hacemos siguiendo el camino mas corto, ;qué distancia recorreremos hasta Madrid?

b) Compara todos los datos obtenidos en tu viaje con los que encuentres en Internet. ;Hay mucha diferencia con los valo-

res que has obtenido en esta actividad? ‘\



Aproximadamente, nuestro planeta
es una esfera... pero no es una esfera

perfecta. Masa 5,9736 x 10% kg

Para empezar, el radio de la Tierra volumen | 1,083 x107 km?

no es uniforme ya que el planeta esta _Densidad | 5516 kg/m’

ligeramente achatado por los polos  Superficie | 510,072 x 10° km’

y, asi, el diametro en esas zonas es Ecuatorial: | o = 6 378.1 km
hasta 43 km menor que en el Ecuador.

b =6356,8 km

Radio Polar:
Una consecuencia de este h~echo €S (gistancia
que las cimas de las montafias mas | ... Pa'ra wna | oo / 21+t§—27%
cercanas al Ecuador son los puntos latitud A: b*+a'tg’:

mas alejados del centro de la Tierra.

¢Cual es la montana mas alta?

El volcan Chimborazo, en Ecuador, se eleva 6 310 m sobre el nivel del mar. La altura del Everest es de 8 848 m.
;Cudl crees que tiene su cima a mayor distancia del centro de la Tierra: el Chimborazo o el Everest?
Para contestar utiliza los datos del cuadro inicial y estima las latitudes de ambas montaiias a partir del mapa.

“ L A IV VUV Surec© Y
Islas Bermudas‘ Isla Madeir £

" 0
ATLAN | C O foscaws jo®

o, £
Mar de los 1

\%n;lzo de
‘Ahaggar

|\ Desiertode
Islas Cabo Verde Rub al Jali

-

Bengala

Islas Andamdn |

Cabo Comorin

Ceildn
Islas Maldivas ;

toria

ipagos Islas Seychelles

Everest

‘ emas, 1a T‘QHa, (.‘0
a superficie
anas

Ad
tiene un
lisa. Las mont
distri

del planet
que sed “g
rugosa: -

puidas 3 \o \argo
a hacen
e[an’\en‘e

4
co no-

Viaje al centro de la Tierra

Vale, la Tierra no es una esfera perfecta, pero al menos...
isera sélida?

Antes se crefa que la Tierra estaba formada por capas séli-
das, con taneles por los que se podia ir descendiendo, como
describid Julio Verne en su novela “Viaje al centro de la Tie-
rra”. En ella, varios aventureros exploraban el interior de la
Tierra, donde encontraban incluso lagos y selvas poblados de
animales prehistéricos.

En realidad, el interior de la Tierra esté formado por varias
capas de distinta densidad, algunas sélidas y otras fluidas.
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Entre otros estudios cientificos, el de las ondas sismicas
ha permitido descubrir que hay varias capas diferenciadas,
con discontinuidades entre ellas. Algunas propiedades de la
transmision de estas ondas son las siguientes:

¢cPodemos jugar al billar con la Tierra?

Las bolas de billar deben ser esferas casi perfectas. Se acepta una
desviacion maxima de un 0,22%, es decir, que cualquier pequefio
bultito o agujero no puede medir mas de un 0,22% del radio de la
bola.

a) Calcula la desviacion que provocan el Everest y el Chimborazo en
relacion con el radio medio de la Tierra y comparalas con la de la
bola de billar. ;Qué observas?

b) Calcula ahora el porcentaje de desviacién que provoca el achata-
miento polar en relacidn con el radio medio terrestre. ;Es admisi-
ble segin las reglas del billar?

« En un terremoto, las ondas P (primarias) son méas rapidas.
Se desplazan a través de materia sélida, pero también a tra-
vés de fluidos, aunque de forma algo mas lenta.

+ Las ondas S (secundarias) son més lentas, y solo se despla-
zan a través de sélidos.

+ Ambas ondas se transmiten de forma mas rapida si aumen-
ta la rigidez del medio por el que se propagan.

En el grafico aparece la variacién de la velocidad de propa-
gacion de las ondas P y S en el planeta Billar, cuyo radio es
de 6370 km.

Velocidad (km/s)

= N W s U1 OO N X

Q|

051 152 253 354 455
Profundidad (km)

a) ;A qué tipo de onda corresponde cada linea?

b) ;Cuantas capas puedes distinguir? ;Cuéantas discontinui-
dades (variaciones bruscas en la velocidad)?

c) ;Cémo varia la rigidez de los materiales en cada capa?

d) Para cada tipo de onda, estima cuanto tiempo tarda en atra-
vesar Billar y llegar a las antipodas. Para ello utiliza el valor
de la velocidad en el punto medio de cada tramo recto.



cHace frio ahi arriba?

En la troposfera, la temperatura disminuye unos 0,64°C por cada 100 m de ascenso.

a) Un globo asciende desde el nivel del mar hasta 2 km., Si la temperatura al co-
mienzo era de 20°C., calcula la temperatura en el exterior del globo cada 500

metros de ascenso.

b) A la vista del gréafico del comienzo de pagina, describe como varia la tempera-

tura en cada capa de la atmésfera.

(%)

00

Altitud (km)

Estratosfera Mesosfera

N
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de un casquete esférico).

de la zona.

a) Estima la superficie que ocupa el agujero de ozono. Supdn que
ocupa toda la superficie entre el paralelo 60°S y el polo
sur (usa trigonometria y busca la formula del area

b) ;Cuéntas veces cabria Espafia en el agujero?

c) ;Coémo piensas que puede afectar a los seres vivos per ,

La atmosfera que rodea la Tierra hace po-
sible que nuestro planeta sea habitable.
Filtra la radiacion solar y retiene la infra-
rroja, haciendo que la temperatura sea
agradable. Ademas contiene los gases im-
prescindibles para la vida.

La atmoésfera no es una capa homogénea.
Sus propiedades cambiar con la altura. Asi,
su densidad va disminuyendo y la tempera-
tura varia de distinta forma en cada capa.

En la atmosfera se distinguen cinco capas
de densidad decreciente desdela primera,
la troposfera, hasta la mas exterior o exos-
fera (figura izquierda). La altura de cada
capa varia segin las_zonas; por ejemplo,
la troposfera tiene 17 km de espesor en el
ecuador y solo.7 en los polos.

El descosido atmosférico

Aungue en la estratosfera no hay organismos vivos, contiene una zona esencial
para la vida: la ozonosfera o capa de ozono, que filtra la radiacion ultravioleta
del sol. Debido a la accién de varios gases contaminantes como los clorofluor-
carbonos, esta capa se adelgaza de forma acusada sobre todo en los inviernos
australes, originando el llamado “agujero de ozono”.

Vale, 1a atmostera

es important
o no notamos

su presencid P2
no pesa, 0 SV

po\'qUe

Ligero como el aire

La densidad de la atmdsfera no se mantiene constante con la altura,
de tal forma que es mayor cuanto méas cerca de la superficie nos

encontremos.

Utiliza la informacion de la primera figura de la pagina anteriory
sup6n que la Tierra es una esfera de radio 6 370 km y que la masa

de la atmésfera es de 5,1-10% kg.

a) Calcula el volumen de las cuatro primeras capas de la atmés-

fera.

b) Se estima que el 85% de la masa de la atmésfera se encuentra
en la capa inferior, la troposfera. ;Cual es la densidad media

de esta capa?

c) La estratosfera contiene un 9% de la masa total de la atmésfe-

ra. ;Cudl es su densidad media?

Volando voy, volando vengo

El meteor6logo inglés Hadley observé a comienzos del si-
glo XVIII que las corrientes de aire parecfan desplazarse de
las zonas ecuatoriales, donde el aire es mas calido, a las zo-
nas polares, donde se enfriaban y regresaban hacia el Ecua-
dor. Este ciclo se llam6 “celda de Hadley”.

Més tarde se descubrié que habfa varias celdas mas, y que
la rotacion terrestre también influia sobre los vientos. Asi se
lleg6 a una descripcién global de las corrientes atmosféricas.

Anticiclén polar

Vientos polares
del este

En las zonas fronterizas entre masas de aire frio y masas de
aire calido, se forman en altura unas fuertes corrientes, las
corrientes de chorro (jet streams). Estas corrientes de aire
alcanzan grandes velocidades, y se usan para ganar veloci-
dad y ahorrar combustible en los vuelos.

Globo meteoroldgico de la NASA lanzado en la Antartida
para analizar la atmésfera en altura.

Asi, se tarda hasta una hora menos al volver volando de Nue-
va York a Madrid que al ir, aunque haya que recorrer mas
distancia para aprovechar el chorro.

Chorro Subtropical

Chorro polar

Un piloto quiere hacer un viaje de ida y vuelta entre dos ciu-
dades situadas a 5850 km de distancia, y en ambos recorri-
dos va a seguir la misma corriente de chorro. A la ida va a
favor de corriente, y tarda 5h 45 min. En cambio, a la vuelta
tiene el viento en contra, y emplea dos horas méas. En ambos
recorridos influye la velocidad de la corriente y la velocidad
media que consiguen los motores del avién. Supuesto que
el valor de ambas velocidades no cambia en los dos viajes,

;podrias calcularlas?



Cuando una enfermedad afecta a
un gran nimero de personas en
una poblacion, recibe el nombre
de epidemia.

Hay epidemias de enfermedades
no muy graves, como los cata-
rros que suelen afectarnos cada
afio, pero otras pueden ser mu-
cho mas graves e incluso causar
un gran nimero de muertes. '

La epidemiologia es la rama de

demias y sus causas e i
prevenirlas y controlarlas.

Un visitante inesperado

La tia de Carlos ha venido a visitarle. Tiene un catarro poco im-
portante, pero molesto... y muy contagioso. Poco tiempo después,
la enfermedad se ha extendido por la ciudad.

Un epidemiélogo que ha estudiado la enfermedad ha llegado a
la conclusion de que un infectado contagia a otras dos personas
cada 10 minutos. En la tabla inferior derecha se recoge el nimero
total de enfermos durante la primera hora.

a) Completa la tablay escribe la funcién que relaciona el tiempo
transcurrido y el ndmero de enfermos.

b) ;Qué tipo de funcidn es?

c) ¢En cuanto tiempo se superara el millon de enfermos?

d) ;Crees que este modelo es razonable para estudiar la evolu-
cion de la epidemia?

Realmente, ni los datos de la tabla ni el modelo son realistas, ya
que no tienen en cuenta si los enfermos sanan y dejan de trans-

1

3

9

27

L - . 0
mitir la enfermedad, el tamafio de la poblacion...

10

Al estudiar la evolucién de una enfermedad, se ha obtenido que el 20

nimero de personas que la han padecido se puede representar por 30

500

la funcioén n(t)=———= (tes el tiempo transcurrido en dias. 0

( ) 1+ 499005 ( p ) 4

50

e) Hazuna tabla con el nimero de enfermos cada 10 dias, hasta 60 "

y compara los resultados con los de a). Calcula con esos datos

as mates

, an |
gpodra ficar

el nimero de nuevos afectados en cada uno de esos intervalos.

f) Representa los datos en una grafica. ;Qué observas? Parece que, seglin este modelo,

el nimero de enfermos no sobrepasara una determinada cantidad. ;Cual es?

@

detectar € identi

enfermedades 5
de resgo-

y factores

-

OI Los numeros buscan la enfermedad

Hay varios test que permiten detectar la presencia de los virus o bacterias que causan enfermedades a partir de un analisis de
sangre. La fiabilidad de esas pruebas se puede estimar usando herramientas matematicas, relacionadas con la probabilidad

y la estadistica.

Se sabe que una enfermedad afecta al 1% de la poblacién. Para poder J

tratarla adecuadamente es fundamental detectarla lo antes posible. Con Test +

este fin, se disefia un test, de forma que un resultado positivo en ese test Test -

indica que el paciente esta enfermo.

Total 100.000

El test para esa enfermedad se considera muy fiable, ya que el 99,9% de los pa-
cientes enfermos dan positivo en el test, y el 99,9% de los pacientes sanos dan
negativo.

a) Sila poblacién tiene 100.000 personas, jcuantas estaran enfermas?
b) ;Cuantos de esos enfermos daran positivo en el test?
c) Completa la tabla de la derecha.

d) Con estos datos, si una persona da positivo en el test, ;qué probabilidad hay
de que esté realmente enferma?

Las matematicas encuentran al culpable

Hasta mediados del siglo xx, ni siquiera estaba claro si el tabaco era un factor
importante en el desarrollo de enfermedades. Los estudios estadisticos han
demostrado que las personas fumadoras tienen un riesgo mucho mayor de su-
frir un cancer de pulmén que las no fumadoras, tanto mas cuanto mayor es la
cantidad de tabaco consumida.

La Organizacion Mundial de la Salud (OMS) considera el tabaquismo una epi-
demia, y ha identificado una serie de medidas eficaces para reducir el consumo
de tabaco, conocidas como “MPOWER”.

En un estudio estadistico sobre 180 personas se obtienen los resultados que
aparecen en la tabla.

N . (e | o |

Fumador 10 60 70
No fumador 90 20 110
Total 100 80 180

a) Qué probabilidad tiene un fumador de desarrollar una enfermedad? ;Y un no
fumador?

b) Si una persona esta enferma, ;qué probabilidad hay de que sea fumadora?

Monitor:

Protect:

Offer:

Warn:

Enforce: hacer cumplir las prohibiciones
sobre publicidad, promocion y
patrocinio del tabaco

Tomado del “Informe OMS sobre la epidemia

mundial de tabaquismo 2013” \



Seguro que has oido la expresion “el hombre desciende del mono”. ;Es asi en
verdad?;Es precisa esta afirmacion? ;Piensas que el comentario “qué monos
son estos nifios” tiene que ver con nuestra herencia biolégica?

ITrt ot

Reciente —
Pleistoceno |— GIBON ORANGUTAN GORILA CHIMPANCE HUMANO
Plioceno |—
10
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20
Oligoceno | 30 - proconsul Africanus

Millones de afios

La teoria de la evolucion de Darwin afirma que las especies terrestres tienen an-
cestros comunes. Para representar esa evolucion, utilizé el arbol filogenético, en
el que se representan las especies de la Tierra en las hojas, y los ancestros co-
munes en los nodos. En la imagen superior puedes ver el arbol filogenético de la
superfamilia de los hominoides.

Arboles mate-genealogicos

En matematicas estos “arboles” se llaman grafos (conjuntos de vértices unidos por aristas) conexos y sin ciclos. Si de cada
vértice salen dos ramas se llama binario (cada especie ancestral dio lugar a dos especies nuevas).
ancestro

. ancestro R ancestro 1.

Humano Chimpancé Gorila Gorila Chimpancé Humano Chimpancé Gorila Humano

En el grafico anterior se muestran los tres arboles filogenéticos posibles que relacionan tres especies (humano, gorilay
chimpancé). Como ves, todos tienen cuatro ramas.

i. Dibuja tres arboles distintos para cuatro especies y otros tres para cinco. ;Cuantas ramas tiene cada uno?
ii. Calcula el nimero de ramas que tendra un arbol de m especies.

Al afiadir una especie al arbol de tres, se puede bifurcar alguna de las ramas existentes o afadir
un antepasado com(n anterior al primero. De ese modo, jcuantos arboles distintos de cuatro y de
cinco especies se pueden formar?

Deduce por induccién que el nimero de arboles bhinarios con raiz de m especies es:
2m-3)-2m-5)-2m-7)-..-5-3-1

@

@1

Explorando los genes

Conforme aumenta el nimero de especies, el de
posibles arboles que se pueden formar se dispara.
Por eso hay que tener criterios que permitan ele-
gir el mas adecuado. Incluso para tres especies,
icomo determinamos el arbol filogenético mas
adecuado de entre los tres posibles?

A la derecha aparece parte de la secuencia genéti-
ca de un lémur, un macaco y un tarsero. La distan-
cia evolutiva mide la separacion entre secuencias.

Por ejemplo, dirfamos que la distancia entre [émur AACTTCATGC AAGGTCATTC AACGTCATTC
y macaco es 8, puesto que sus secuencias difieren TCACCGAGGC TCAACGAGGC TCACCGATGC
en 8 caracteres. CTGTAATTGC TGTAACTGC CTGTAATTGC

ATGAGATCAT ATGACATGAT CTGACATCAT

Identifica las iniciales que aparecen en la se-
cuencia genética con los distintos nucleétidos
del ADN.

Calcula la distancia entre [émur y tarsero y entre macaco y tarsero.

De los tres arboles que se pueden formar, jcual crees que representa mejor la relacién entre lémur, macaco y tarsero?

Pues ti
sigues
casi
igual.

cParientes cercanos?

Las diferencias entre los ADN de las especies actuales no reflejan to-
dos los cambios ocurridos durante la evolucién. Por ejemplo, la se-
cuencia TTGA de un ancestro pudo mutar a TAGA y luego a TCGA, y asi
un cambio quedaria oculto para nosotros, que solo conocemos el resul-
tado final.Para considerar estos cambios ocultos se usan modelos ma-
tematicos de evolucion més complejos. En ellos se define la distancia
filogenética entre dos secuencias de ADN como la cantidad que estima
el maximo mas verosimil de la cantidad de cambios acumulados entre
las dos durante la evolucién.En el modelo mas sencillo -Jukes-Cantor-
el nimero de cambios esperados (incluyendo los ocultos) entre dos se-

Caray, primo,
iCémo has
cambiado!

cuencias, distancia Jukes-Cantor, es igual a dz—iln( —%) donde

p representa la fraccién de nucleétidos distintos entre ambas.

Comprueba que la distancia de Jukes-Cantor entre [émur y macaco es 0,23 y determina las existentes entre [émur y tarsero
y entre macaco y tarsero.

Las secuencias de la tabla corresponden, respectivamente, a la mosca del vinagre, al gusano de seda, al piojo del cabello
humano y a unos insectos parasitos de otros insectos. Calcula sus distancias de Jukes-Cantor.

CGTCATTCTCACCGATGCCT
GTACTTGCCTGACATCATAA

CGTCATGCTCACCGAGGCCT
GTAATTGCATGACATCATAA

GGTCATTCTCAACGAGGCAT
GTAACTGCATGACATGATAA

CTTCATGCTCACCGAGGCCT
GTAATTGCATGAGATCATAA

G



Ademas del conocido Bugs
Bunny, hay otros conejos
que son famosisimos, al
menos entre los matemati-
cos. El problema de los co-
nejos es un ejemplo clasico
de como las matematicas
se pueden aplicar para cal-
cular el crecimiento de una
poblacion cuando este no

tiene limitaciones:

Imaginate que un granjero
pone una pareja de conejos,
machoyhembra, enunrecin-
to vallado. Sabiendo que estos paren una vez cada mes, que los nacidos
también son macho y hembra y que, a su vez, éstos empiezan a parir al
segundo mes de su nacimiento, calcular el nimero de parejas que habré
al cabo de n meses.

La solucién la da la siguiente secuencia de ndmeros: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...

;Sabrias continuarla? No ha sido dificil, jverdad? Cada ndmero se obtiene sumando los dos anteriores: 2=1+1, 3=1+2, 5=2+3...

Esta inocente sucesion, conocida como sucesion de Fibonacci, esconde en su interior una sorpresa: el nimero de oro.

Busca la razén aurea

Un segmento estd dividido segln la proporcién durea cuando la razén entre
la longitud total y la de la parte mayor es igual a la razén entre las partes
mayor y menor. Si llamamos x a la parte mayor ey a la parte menor, esta
relacion se puede expresar de la siguiente forma:

Llamando ¢=5
y

a) Calcula el nimero @ resolviendo la ecuacién anterior.

b) Construye una tabla en la que dividas cada término de la sucesion de Fibonacci entre el anterior. Calcula
asi los 15 primeros términos de esta nueva sucesion.

c) La sucesion anterior formada por los cocientes,

@

X
= —4—=
X X

(Pista: recuerda que f,, =

y

el nimero de oro, es decir, ¢ =lim =+

n—oo

n—1

RN A

X
Xy

f;7+1

n

n

llm—”

N—eo f

, tiene limite. Comprueba que ese limite es

foa

lim

N—oo f
n

1 . .
, se obtiene la ecuacidn 1+$=¢, cuya solucion positiva es el llamado nimero de oro, @ (phi).

vale, vale,
;cesto es algo

que un
me a(emat\CO

peroy: -+
mas

divertimento

Las plantas..., (saben matematicas?

Mientras el tallo de una planta crece, las hojas van brotando formando un an-
gulo determinado (o en la figura derecha) de forma que la de la parte superior
no tape completamente a las que quedan por debajo. Si, por ejemplo, las hojas
salen cada media vuelta (1800), la hoja superior no quita luz a las que quedan
justo debajo, ni impide que les llegue el agua. Este crecimiento se da aproxima-

damente en algunos arboles, como el olmo o el tilo.

Elangulo de divergencia, o, es eldngulo de separacion entre dos ho-
jas consecutivas. Enelolmoyase hadicho que es 1800, igual a media

1 1
vueltacompleta, esto esEde 3600.La fracciénzes elcocientededos

Cociente entre

terminos de la serie

Tipo de planta

nimeros de la sucesion de Fibonacci, A . Este fenémeno ocurre con de Fibonacci
3
. £l
frecuencia. f—l— 5 180° Olmo, tilo
3
a) Completa la tabla siguiendo el ejemplo del olmo.
f f fof f f ézz Haya, avellano,
b) Si (b—hm L entonces lim=2 = |im| “2- 2L | = [jj 222 . [jp 2oL fo 7 zarzamora
fn e fn = f;1+1 fn = fn+1 e f;1
3 . . ) . L2 Roble, manzano,
;Cuanto vale fim-2 ;Cual es el angulo de divergencia f T 5 acebo, albaricogue
n+2
correspondiente? [3
c) Elangulo que has encontrado se llama angulo aureo. A partir de 7: 8 135° Chopo, alamo
esta definicion, calcula su valor. '
. . A u'!--fau-'t_am A T e s b L
Sorpresas de Fibonacci ;;;_*‘:M Fir oty G5 R S, g R
. X Fitve nr,‘;’.ﬁ m e f’s"-t" i s‘: ﬂﬁ%iﬂbﬁmm{ iﬁnﬁdﬂ»}'
;Crees que los nimeros de Fibonacci aparecen solo i) e (163) 8 gl i A A
o Bog A 2ot ip) Aleaes ffnerie 0 S0l ag) ht
en matematicas y en la naturaleza? Pues va a ser que am-f.&.ﬁfi’%‘ﬂ"‘*ﬂ“*hhbiﬁf el Ut e % copt
- o ite) TR s sunl"l ST e P

no. Fijate:

En una comida algunos de los comensales son ma-
tematicos. Como siempre que dos matematicos se
sientan juntos se ponen a hablar de teoremas y otras
rarezas, se decide que dos matematicos no pueden
sentarse juntos.

Si solo hay una silla, hay dos posibilidades: que se
siente un matematico (M) o un no-matematico (N).

Con dos sillas, hay tres opciones: MN, NM, NN (se pro-
hibe MM).

Calcula el nimero de opciones hasta un maximo de
ocho sillas. ;Qué observas?




Durante el crecimiento de un tu- El ataque de los virus: el SIDA
mor cancerigeno tiene lugar una —

proliferacion de células malignas. En los afios 80 del pasado siglo XX, comenzé a extenderse rdpidamente una enfermedad que

atacaba al sistema inmunitario y causaba un alto nimero de victimas: el sindrome de inmunode-
ficiencia adquirida o SIDA (en muchos informes se le nombra por sus iniciales en inglés: AIDS,
acronimo de Acquired InmunoDeficiency Syndrome).

El proceso normal de division ce-
lular, llamado mitosis, requiere
normalmente de sefales externas
para llevarse a cabo. Sin embar-
go, en el proceso canceroso, las
mitosis se producen sin necesi-
dad de este tipo de seiiales y las
divisiones tienen lugar de forma
descontrolada.

El SIDA esta producido por la accién de un virus, el VIH (Virus de la Inmunodeficiencia Humana,
HIV en inglés). Cuando infecta a un ser humano, el VIH ataca a los linfocitos de un tipo concreto,
los CD4. Al penetrar en una de estas células, su ARN transforma el ADN de la célula infectada, para
replicarse (hacer copias de si mismo). Cuando estas copias o viriones salen de la célula provocan
su muerte, y buscan nuevas células sanas para seguir reproduciéndose.

En la gréfica inferior se da la tasa de mortalidad por VIH/SIDA total y por sexos, 1981-2011.
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—o— Total
— &— Mujeres

Hombres

¢cComo crece un tumor?

P s . P ]_5 Hessscsssssssasasassssnsanas [
Supongamos que tenemos una célula cancerosa, que se divide en dos cada dia. /

Da la expresion que da el nimero de células cancerosas al cabo de n dias 104

Tasa por 100.000 hab

;Cudantas células cancerosas habra al cabo de 6 dias? ;Y de 10 dias?

¢En cuéntos dias se alcanzara el millén de células malignas?

Tras un mes, el nidmero de estas células es enorme, pero... ;qué volumen ten-

L

0

. g
dria el tumor?

~ @
RE

Fuente: Registro Nacional de Mortalidad. INE
Calcadlalo después de 31 dias suponiendo células esféricas de radio 1072 cm.

(Tomado de Area de vigilanciala L de VIH y conductas de riesgo.

Si el tumor tuviera forma esférica, ¢cual serfa su radio? Centro Nacional de epidemiologia - Plan Nacional sobre el SIDA. Madrid 2013)

En general, se puede encontrar una férmula para estimar el crecimiento

del tumor. Si este fuera exponencial, el radio tras ¢ dias vendria dado A la derecha se muestra la evolucién de la mortalidad atribuible al tabaquismo y a0

por R(t)=r-€", siendo r =107 mm’el radio de una célula cancerosa y al alcohol para distintas causas seleccionadas y de la mortalidad por sida, sobre- 1804

o constcante,, e dosis y accidentes de tréafico en varones en Barcelona en el perfodo 1983-1998 £ ol /M
(Fuente: M. Jané,C. Borrell, M. Nebot, M. I. Pasarin. Gac. Sanit vol.17 n.2 Barcelona. 2003)

A partir de la férmula anterior, jen cuanto tiempo duplicara el tumor 1401

su radio? A partir de los gréficos anteriores, responde a las siguientes cuestiones.
. . . . ;A qué sexo afecta mas la enfermedad en ese periodo de tiempo?
Pero el crecimiento del tumor en realidad es lineal y no exponencial,

sino lineal, ya que esta limitado por varios factores: En 1995 habia en Espafia unos 40 millones de habitantes, de los que el 51%

Tasa estandarizada por 100.000 habitantes

m.
eran mujeres. Segln el grafico, ;cudntos hombres y cuantas mujeres habrian
« Las células no se dividen exactamente, todas a la vez, al final de cada muerto a causa del SIDA en ese afio? 601
dia. Los tratamientos antirretrovirales evitan que el virus pueda seguir replicando- 9
« Las células del centro del tumor no tienen nutrientes ni oxigeno, y son necréticas, no se dividen mas. se. ;En qué afio se empiezan a usar tratamientos mas eficaces? 201
Solo las células cercanas al borde pueden proliferar. s de 13s En el grafico de la derecha aparecen datos relativos a Barcelona. ;Qué seme- A
Y ademas & ; . ) - . ¢ TP EPFLISIF IS EDF
La angiogénesis es el proceso en el que el tumor atrae hacia sf vasos sanguineos que lo rodean y nu formulas, ¢aué ovras janzasy diferencias en la evolucion de la mortalidad por SIDA puedes observar SEFTFEFTFETFTETS L
g108 P . q . . g ; . y nerramientas e si los comparas con los datos del conjunto de Espafia?
tren. En ese momento las células cancerigenas entran en la corriente sanguinea y llegan a otros 6rganos. ticas ayudan 2 los —+— Cancer de pulmén—— Sobredosis
. at\cd i afi - —— Sid —a— Otras cirrosi
Para combatir la enfermedad es fundamental conocer ese proceso y frenarlo. m res? Compara las causas de mortalidad que aparecen en el grafico de la derecha y co e EBG SRS
docto .2 EPOC Accidentes de trifico
menta su evolucion entre 1983 y 1998.

@



iLa que
he liado!

Las matematicas nos dan modelos para
predecir, de forma fiable, el tiempo
que va a hacer en las horas o dias
siguientes. Para hacer tales predic-
ciones es imprescindible observar
el comportamiento de la atmésfera.
Este depende de magnitudes tales
como la presion, el viento, la hume-
dad o la temperatura.

Las ecuaciones de la dinamica at-
mosférica son muy sensibles a los
valores iniciales de las magnitudes
que intervienen en ellas; por ello, la evolucién del llamado “tiem-
po atmosférico” es muy impredecible tanto mas cuanto

mas nos alejamos de los valores iniciales. Hoy en dia

la atmésfera se considera un ejemplo de sistema

cadtico que se estudia usando la Teoria del Caos.

El futuro impredecible

Los modelos de prediccion atmosféricos se basan en utilizar la situa-
cion real de la atmdsfera en un instante dado —conocida gracias a las
miles de observaciones de estaciones meteorolégicas, aviones, barcos,
globos, ...- para calcular la situacién en un tiempo posterior.

Supongamos que U es una variable atmosférica que evoluciona con el
tiempo de forma que, en cada momento n, su valor viene dado por el
que tenia en el instante inmediatamente anterior mediante la férmula:

De esta forma, si en el instante inicial se toma el valor U=0,100 se
podran calcular los valores sucesivos de la magnitud:

a)
b)

c)

d)

Un = L‘Unfl(l_un—l)

Usa la calculadora o, mejor, una hoja de calculo para obtener los quince primeros valores de U en las condiciones dadas.

Calcula los quince primeros valores de U en las mismas condiciones pero realizando pequefios cambios: por ejemplo,
toma como valores iniciales primero U =0,101, y después U =0,102

Representa los valores obtenidos en un par de ejes coordenados. En el eje horizontal deben ir los valore

naturales n=1, n =2,.., n=10y en el vertical, los valores de U_obtenidos. b
;Y cOMO yarian 13
2

maqn'\\\JdeS que sg
A para predecit

Interpreta los resultados. Para ello observa:

i) Si los datos en los tres supuestos iniciales son parecidos o muy diferentes en cada instante usan | tlempo?
el u :

ii) A partir de cuando los tres valores, en un mismo instante, varian de forma radical.

Cuanto mas alto menos presion

Los gases que forman el aire atmosférico ejercen una presién sobre todos-los-ebjetos situados.en el planeta. Esta presion
“atmosférica” se representa, de forma intuitiva, como el peso_por unidad de superficie de la columna
de aire que soporta encima de si cualquier objeto situado‘en la superficie terrestre. b

La presion atmosférica varia con la alturazla columna de
aire que soportaun montafero que ha escalado
una cima de 4000 m es menor que la de una
persona que e'_s_t_é_n_adando enelmar.

;Conoces las distintas unidades que se utilizan para medir la presion atmosférica? Mira cuales son y como se relacionany
completa después la tabla que contiene las presiones sefialadas en la figura.

mm Hg gr/cm?

1 atmésfera (atm) = 760 milimetros de Hg (mm Hg) = 1.024

=1,01325 bar = 101 325 Pascales (Pa) = 1035 gr/cm?

87422

Las matematicas proporcionan modelos que intentan reproducir la realidad. Para representar la relacién entre la presion
atmosférica de cualquier punto y su altura sobre el nivel del mar se emplea la llamada ley barométrica. ;Sabes que hay
moviles capaces de calcular la presion utilizando esta ley o una variante de la misma? a as

' -

P,: Presion a la altura h,
P,: Presion a la altura h,
M: masa molecular media del aire (0,028 kg mol™)

g: Aceleracion de la gravedad (9,8 ms™)
R: Constante de los gases ideales (8,3 ) molK™)
T: Temperatura media entre ambas alturas(en Kelvin, K)

Lamentablemente la app del mévil no funciona y tendras que contestar estas preguntas con ayuda de la calculadora (sup6n
que al nivel del mar la temperatura es de 20°C y la presion de 1 atm y que la temperatura disminuye 0,64°C cada 100
metros de altura).

a) Calcula la presién para una altura de 1000 m.
b) Halla a qué altura la presion se hace la mitad que al nivel del mar

c) Calcula el cociente entre las presiones de dos puntos cuya diferencia de altura es de 3350 metros. ;Cual es el porcen-
taje de la presion de un punto a 5000 metros de altura con respecto a un punto a 1650 metros de altura? &



Nuestra relacion con el mundo financiero
empieza desde pequefios, cuando tomamos
decisiones sobre qué “chuches” comprar o
qué pedir a cambio de algo. Sin embargo
es al adquirir responsabilidades de adulto
cuando esa relacion se formaliza y ya no nos
va a abandonar en toda nuestra vida. Nor-
malmente se articula a través de un banco
en el abrimos cuentas, pedimos préstamos y
depositamos nuestros ahorros. Es casi, casi,
~ / . un matrimonio que no siempre esta bien
’ “ avenido (sobre todo cuando leemos la letra
pequeda). E incluso si decimos divorciarnos
de nuestro banco, tardaremos poco en ca-

sarnos con otro.

Nuestra hucha bancaria

Una entidad financiera nos ofrece un interés nominal compues-
to del 5% anual si depositamos en ella nuestros ahorros. Pero
esta informacién no es suficiente... Es necesario que conozcamos,
ademas, el tipo de capitalizacion; es decir, el nimero de veces
en el afio en los que los intereses generados por nuestro capital
pasan a formar parte de ese capital y, por tanto, a generar nuevos
intereses.

La formula que determina el capital final C, en el que se convierte
un capital inicial C colocado a un r por uno de interés nominal
compuesto durante T afios y con g periodos de capitalizaciéon al

Un préstamo... ;para toda la vida?

Durante la burbuja inmobiliaria y financiera anterior a la cri-
sis que comenz6 en 2008, los bancos ofrecian a sus clientes
créditos hipotecarios con plazos de devolucion de hasta j40 e
incluso 50 afios! En broma, mucha gente comentaba que eran
préstamos pensados para dejarlos como herencia a los hijos.

A la hora de pedir dinero prestado, ya sea para comprar una
casa, un coche, un viaje, ...., hay que tener sentido comin y no
endeudarse por encima de lo razonable, dadas las circunstan-
cias particulares de cada persona o familia.

Cuando se solicita un préstamo a una entidad bancaria se pac-
tan los siguientes valores:

P: capital prestado

r-interés nominal anual en tanto por uno
. BANCO PERSONAL DE INVERSIONES INMOBILIARIAS
n: nimero de afios de duracién del préstamo

. . - . . .. .S&N I_S',“# 7045 8370 EITO 2000 DOOL % F AT ERESTAND N* 3.123.458/89
g: nimero de periodos en cada afio (capitalizacién) . s Tois 4970 B A S0AL1 kAN Srannrsare
ZEDDD MADEID TITULAR: BERITO PAGCAR FLAZADO PAGIRA 001
En estas condiciones la clota fija C que hay que pagar en
. PERIODO LIQUIDADO: 7/03/2014 A 7/04/2014 BRECIBO N* 72 CAPTTAL 331, 98
Cada per]OdO es: PENDTENTE ARTERIOR HUEVO PENDIENTE
90.151,82 T1.675,98 71,343,589
TIPO DE INTERES COMISION S/PDTE. |TRSA ANUAL EFECTIVA INTERESES 201,29
C= P-r 3,37 (2) WO TIENE 3,539 (1)
- r —nq PRONTMO VENCTIMIERTO  7.05.2014 TOTAL RECIBC 533,28
q 1—(1+ ) FENCK BEELETAAL HOM 110012124 £ MADRTD
- JCHA VACTA 31 441
q B, o ’ ‘ TOTAL CRRGADO 533,28

(1) %O COMETDERRDOS GASTOS COMFLEMENTARIOS © SUPLIDOS
[Z) REVISION SEMESTRAL SECUN CONTRATO

Una familia, con unos ingresos mensuales de 3200 euros, quiere
solicitar un préstamo para comprar una vivienda.

La familia esta interesada en adquirir una vivienda de la promo-
cion descrita en el anuncio de la izquierda.

ano es:
qT
CF=C-(1+LJ
q

Se colocan 3 000 euros durante cuatro afios a un 3,5% de interés
compuesto anual. Calcula en qué se convertiran si la capitaliza-

La entidad bancaria ofrece las siguientes condiciones:

« Interés compuesto del 4,75% anual con capitalizacion mensual.
* Plazo de devolucidn del préstamo de 15 afios.

Los miembros de la familia echan cuentas y deciden que pue-

cion es:
a) Anual d) Mensual
b) Semestral e) Diaria (360 periodos)
c) Trimestral f) Horaria (8 640 periodos)

;Qué pasaria si se considerara que la capitalizacion es continua; es decir, si se consideran infinitos
periodos en el afio? Para contestar utiliza el célculo de limites del tipo [17].

den dedicar, como méaximo, el 30% de sus ingresos para pagar el
crédito. Ademas, cuentan con unos ahorros de 75000 euros que
pueden dedicar a la compra de la vivienda.

h . NUEVAIPR CI S . .. . 4
D ; ' a) Halla la cantidad maxima que la familia puede dedicar para
2 habitaciones ........... 160000 euros pagar la mensualidad del préstamo que va a solicitar.
3 habitaciones ............ 195000 euros

b) Calcula el precio maximo que podréa tener la vivienda que
... 245000 euros compren.

Y que pasd
o en vez d€
el

4 habitaciones .........
cuand

llevar nosotros
On e“os -, P . . P
dan? d) ;Te atreves a calcular cual sera la cantidad final que habran

c) Estudia qué tipo de vivienda se puede comprar.

dinero, S |
{anes NOS 10 . .
quien pagado al banco al final del préstamo?

&



La especie humana es la GnjERd) a1
de que para sobrevivir, EEEIANT10]
conservar las condicionZEMiENIIE A
climaticas y medioamiR{II eI (=1
planeta. Sin embargo, EEElullTIEE:
la que, de largo, mas int{IRAl LY
empeoramiento de dichasgs] {si{&{e]3l=1F:
incendios, accidentes nucleares,
sobreexplotacién de recusLEREINEIES
o el calentamiento global. * Eaa

Las matematicas dan elés'eficacqig
para predecir la evolucelRRl-S-CI0 T
sucesos Yy, por tanto, RE[W{E[MEHEIE]
controlar y evitar, o al n{UIRullif-Clss
estas catastrofes.

« Las celdas en verde tienen probabilidad 0,05 de desertizarse.

Y ahora... ja apagar un incendio!

A la hora de apagar un incendio, una de las decisiones que hay que
tomar es la de asignar los efectivos humanos para extinguir el fue-
go. Imaginate que se cuenta con cinco equipos de bomberos ubica-
dos en diferentes localidades préximas al incendio y que deben ser
asignados a los cinco focos principales de fuego. La tabla siguiente
muestra los tiempos estimados (en minutos) para que los diferentes
equipos de bomberos lleguen a cada foco.

Focos

EqQuipos

Se plantea el problema de qué equipo asignar a cada foco

12 14 16 15 12 para minimizar el tiempo total que tardan en acudir los equi-

10 13 12 13 11 pos a los focos para apagarlos.

14 16 14 1 3 Calcula el tiempo total correspondiente a las siguientes
asignaciones:

12 11 12 11 9
E1—>F1 E2—F2 E3—F3 E4—F4 E5—F5

14 12 19 12 14
E1—F5 E2—F4 E3—>F3 E4—F2 E5—F1

Haz “a 0jo” la asignacién que creas que hara que el tiempo total sea el mas corto posible.

Para intentar conseguir una mejor asignacion realiza los siguientes pasos:

1.0 Construye una primera tabla a partir de la inicial en la que en cada fila se identifica el menor
nimero y se resta de todos los nimeros de esa fila.

2.0 A partir de la anterior, construye otra tabla en la que se identifica el menor nlimero de cada
columna y se resta a todos los elementos de dicha columna.

3.0 Elige una fila o columna con un Gnico cero y asigna el equipo al foco correspondiente a la celda
que ocupa. Elimina la fila y columna de dicho cero y elige un segundo cero en las mismas ©
condiciones. Al final tendras la asignaciéon buscada. Comprueba si esta asignacion mejora

a las obtenidas en a) y en b).

Je imaginas

que puede pasa"

n una zona muy
por los

castigada | -
incendios?

El desierto avanza

dios continuados. Para representar la evolucion de este proceso en una cierta

celdas tienen 100 metros de lado.

criterios:

+ Se simplifica el problema, suponiendo que el que una celda quede desertiza-
da no depende del grado de desertizacion de las zonas vecinas.

+ Las celdas cercanas al foco inicial de desertizacién (zona roja) tienen probabilidad

0,75 de quedar proximamente desertizadas.

» Las que rodean a la zona central (zona amarilla) tiene probabilidad 0,40 de con-

vertirse en desierto

En una de las celdas hay un arbol centenario pero no se recuerda en cual de las
tres zonas esta situado. ;Cual es la probabilidad de que la celda en la que vive
este arbol quede desertizada?

w009

;Cual es la probabilidad de que en la zona amarilla queden exactamente tres
celdas desertizadas?

;Cual es la probahilidad de que el 10% de la zona verde quede desertizada?

El hombre y la temperatura del planeta

Un ejemplo muy claro de cémo la accion humana puede influir sobre la Tierra en su conjunto es el cambio climatico global.

La tabla muestra el promedio mundial de las temperaturas de superficie (en °C) alcanzadas en el periodo 1900 - 2010

La desertizacion es una de las consecuencias indeseables que tienen los incen-

zona, se ha dividido la superficie en riesgo utilizando una cuadricula cuyas

Para estimar si una de las celdas se desertizara o no se fijan los siguientes

1900: 1910: 1920: 1930: 1940: 1950:
13,75 13,45 13,65 13,75 14,05 13,85
1960: 1970: 1980: 1990: | 2000: | 2010:
13,90 13,90 14,10 14,20 14,40 14,45

(Tomado de Climate Change 2007: the AR4 Synthesis Report)
Dibuja un diagrama de dispersion con los datos de la tabla e interprétalo.
Calcula el valor de los siguientes parametros estadisticos relativos a las variables X: afio e Y: temperatura en °C:
Medias y desviaciones tipicas de Xe Y, X,¥,s, ys,, respectivamente. Covarianza de X e Y, S,y
Calcula el coeficiente de correlacion lineal, r, para las variables X e Y. Interprétalo.
Calcula la recta de regresion de Y sobre X'y dibijala sobre el diagrama de dispersion

Utiliza la recta de regresion anterior para realizar estimaciones de la temperatura media de superficie para los afios
1945 1975 1995 2005 2015 2025 2050

e interpreta los resultados.



Algunas situaciones cotidianas

que, en principio, son complejas se

resuelven con modelos matemati-
‘ cos que las simplifican al conside-
' rar solo los aspectos relevantes.

Por ejemplo, objetos simples como
los grafos, que solo contienen vér-
tices y aristas, pueden usarse para
resolver situaciones como el tra-
zado de un camino por las salas
de un museo o una gran superfi-
cie o la confeccién de un horario o
un calendario que cumpla ciertas
exigencias.

;iTe has fijado en que hay tiendas y edificios
laberinticos en los que es dificil poder salir
una vez que has entrado?

Paseos eulerianos

;Te gusta pasear? Pues animo, vamos a dar un paseo con mucha historia. En Kénigsberg (ahora llamada Kaliningrado, en Ru-
sia) habia siete puentes, y los habitantes del lugar tenian la costumbre de intentar dar un paseo cruzando todos los puentes,
pero pasando por cada uno una sola vez.

C

En un grafo cualquiera, un camino euleriano es un camino que pasa por los vértices y aristas de dicho grafo y que verifica
dos condiciones: comienza y acaba en el mismo vértice y pasa una (nica vez por todas las aristas.

Observa los grafos siguientes: (1) B (2) B (3) B

E E
a) Indica en cada caso, sus vértices y sus aristas y sefiala el nimero de aristas que llega a cada vértice;

es decir, su grado.

b) Intenta, para cada uno, encontrar un camino euleriano y, en los casos en que no puedas, busca
un camino que pase por todas las aristas una sola vez pero que no empiece y acabe en el mismo
vértice.;En qué casos es facil encontrar caminos de este tipo?

Y ahora,
mama&e

un paSCO
euleriano PO

c) Intenta encontrar un recorrido que cumpa esas condiciones en los puentes de Konigsherg. ;
un [Y\USGO‘

iLas matematicas también tienen historia!

En la sala de exposiciones municipal se ha organizado una de lo mas atrayente: “Historia de las Matematicas”. El plano
del recinto de la exposicion, que aparece dibujado a la derecha, consta de las siguientes salas referidas a diferentes zonas
geograficas del planeta:

;5 F: AFRICA N: NORTEAMERICA ,‘Z
T L
f\ A:RESTO DE ASIA C:CHINAE INDIA S:RESTO DE AMERICA [I)
R A
: E: EUROPA T

a) Representa el recinto con un grafo en el que los vértices sean las ocho salas y las aristas las puertas que las unen. Por
ejemplo, como hay una puerta entre Cy N, estos dos vértices estaran unidos por una arista en el grafo.

b) Indica los grados de los vértices del grafo.

c) Investiga si se puede determinar un paseo por la exposicién de forma que comience en la entrada, acabe en la salida y
pase solo una vez por todas y cada una de las puertas.

d) Analliza las caracteristicas del camino que has encontrado en c) e intenta hallar otro que cumpla los mismos requisitos.

e) sTodos los caminos de similares caracteristicas a los anteriores visitaran todas las salas por lo menos una vez?

iGrafos con colores! B

El ndmero cromatico (NC) de un grafo es el menor nimero de colores necesarios C
para colorear sus vértices de forma que dos vértices unidos por una arista siempre
tengan colores diferentes. Para acotarlo se usan dos criterios:

* EL NC es siempre menor o igual que el maximo orden de sus vértices mas uno.

* ELNC es siempre mayor o igual que el nimero de vértices de cualquier subgra- D
fo completo (un subgrafo es comopleto cuando todos sus vértices estan uni-

dos por aristas) E

EINC del grafo de la derecha es menor o igual que 5 ya que el grado méaximo de sus vértices es 4y, por otro lado, es mayor o
igual que 3 ya que, por ejemplo, el subgrafo de vértices C, Dy F es completo. En el ejemplo se ofrece una coloracion con tres
colores y, por tanto, el nimero cromético es 3.

Para los tres grafos siguientes, acota su
nimero cromatico e intenta colorearlos

. . m @) ®3)
con el menor nimero posible de colores. B ¢ B C B C
D D D
A A A
E E E
F G F F

(|

<)



Seguridad garantizada: el cifrado asimétrico

Ahora, Benito quiere mandar un mensaje a Alicia pero de forma que sélo Alicia
conozca la clave para descifrarlo (sin que ni siquiera él la tenga que conocer) 50y como una oposicién:

realizar operaciones que precisan un
alto grado de seguridad: envio de co-

rreos electronicos, compras online, , publica, pero dificil de consequir.
operaciones sobre nuestra cuenta ban-

En realidad, se cuenta con una clave pdblica (conocida por todo el mundo) y

: , i il una clave privada conocida tinicamente por Alicia.
caria o envio de una firma electronica. P P

p P e La clave publica se compone de dos ndmeros Ny e:
J La criptografia es la ciencia, en gran P P y

parbasada en las matematicas, que nos s { - + N es el producto de dos nimeros primos py g pero sélo Alicia conoce esta
¥ enseia a utilizar métodos numéricos . descomposicion
para cifrar los mensajes; es decir, para

hacerlos ininteligibles a no ser que co- : La dl ad ] J ol de = k-(p-1)(a-1)e1 i
'3 - . = . —_ . _ + -

nozcamos la clave que los descifra. a clave privada es un nimero d tal que d-e = k-(p q para algin nd

mero natural k. d se puede obtener por tanteo hasta encontrar un k correcto.

* e es un nimero que no contiene factores primos comunes con (p-1)-(g-1)

Si, por ejemplo, se considera la clave plblica N=143 e=7 para obtener la clave
privada d lo primero que hay que conocer es que 143=11-13 (esta descomposi-
cion es dificil de conocer si py g son primos muy grandes)

Como Alicia conoce esta descomposicién puede calcular d-:

Un cifrado simétrico: :sencillo pero no muy seguro! Una vez conocidas las claves piblica y privada se procede segln el esquema:
o | .

Ejemplo:
Benito quiere mandar un mensaje secreto a Alicia y para ello utiliza una A 00000 | J 01001 [ R 10010 | ? 11011 Clave plblica: N=91,e=5 |\/||'\El:\(1:5|:JLE 'Z:ig:’gjg
clave conocida por los dos: esta utilizando un método de cifrado simétrico. 5 0001 | « 01010 | 5 10011 | ; 11100 Clave privada: (se sabe que 91 = 137) _ i

m =

Un ejemplo simplificado de este tipo de cifrado es el siguiente. Para uti- ¢ 00010 | L 01011 | T 10100 | $ 11101 5d=(13-1)(7-Dk+1— (k=2) d=29 ¢ = RESTO(m", N)
lihzarlo se emplea una tabla de transformacion de letras en m]mgros bina- D 000t | W 01100 1 U 10101 1 1 11110 Mensaje inicial m =4 — mensaje cifrado ¢ = RESTO (45,91) = 23
rios como la que aparece a la derecha y una clave, como por ejemplo k= Mensaie cifrado ¢ = 23 — mensaie descifrado
00110. Asi, para cifrar el mensaje m="R” compuesto de una sola letra, se £ 00100 | N 01101 | V 10110 | j 11111 ! m = resto (23% ]91) =4 L WSS
dan los siguientes pasos: F 00101 | N o1110 | w 10111 ’ CIFRADO |INICIAL(descifrado)

(para hacer los célculo utiliza un programa de célculo simbdlico: por ejem- - "
1) Se considera la representacion binaria de la letra: R — 10010 G 00110 | O 01111 | X 11000 plo la funcion mod en www.wolfram.com) c m = RESTO(c?, N)
2) Se suman (médulo 2 (XOR) y bit a bit) el mensaje y la clave: H 00111 | P 10000 | Y 11001

m XOR k = 10010 XOR 00110 = 10100 [ 01000 | Q 10001 | 7 11010 Yo, de mates,

nada; pero no
hay caja que se
3) Se transforma el nimero binario en la letra que le corresponde 10100: T. El mensaje cifrado sera c="T" me resista.

(Ten en cuenta que en esta operacion 040 =1+1 =0y 140 = 0+1=1)
Benito quiere coger unos documentos importantes que hay
guardados en la caja fuerte de su casa. Pero la contraseiia para

Para descifrar el mensaje se vuelve a realizar la operacién XOR: ¢ XOR k = 10100 XOR 00110 = 10010: R abrirla solo la conoce Alicia que se encuentra de viaje.

. . . . . En una ocasion, Benito y Alicia pactaron utilizar la clave publica
Para mensajes de mas de una letra se realiza la misma operacién sobre cada una de ellas.

1 N=143,e=7

a) Se considera la clave k = 00111 a) Benito sabe que 143 = 11 - 13. Con esta informacién puede

- Cifra el mensaje “ALICIA TE QUIERO” calcular su clave privada; ;cual es?

_ Descifra el mensaje “WIU MH SHUED” 2 - v {Of b) Alicia no recuerda bien la contrasefia que abre la caja pero

3 Y si necesitamos . cree que es m=12. ;Qué mensaje cifrado enviara a Benito?

= :Relllena (lel_crumgrama que aparece a la derecha (utiliza mas .509“322?5;' e c) Finalmente, Alicia avisa que se habia confundido y que la

a clave k=11001) 4 ¢ave Pge',, — 0 contrasefia se obtiene al descifrar el mensaje ¢ = 109,;cuél

1: “NL$K” 2: “7ZVK” 3: “ZV?$” 4: “ MTV” hacer: r es la contrasefa que abre la Caja

=3




La especie humana consume una gran can-
tidad de energia. Nuestra civilizacion,
fuertemente tecnificada y consumis-
ta, necesita para poder subsistir un

El consumo de renovables: ;a déonde vamos?

Las sociedades modernas estan cada vez mas concienciadas con la nece-
sidad del empleo de este tipo de energias tanto por la limitacién de las re-

Consumo de energias

aporte energético mucho mayor servas naturales de carbon y petroleo como, sobre todo, por los problemas 140000 i 129978
que en cualquier otra época. medioambientales que estos recursos ocasionan como fuentes de energia. ,

) o De hecho, sobre todo en Europa, el porcentaje de uso de las energias limpias & 71765 ©PETROLEO
Esta ‘necesldad insaciable . de se incrementa afio a afio El gréfico de barras de la derecha muestra el con- 60000 = :?g?fLVABLES
energla llevé en la se.gunda mitad sumo en Espafa, en los afios 2005 y 2010, del total de energias consumidas 20000 8371 396
del siglo XX al estudio y desarrq- y, en particular, de lo que corresponde al consumo de energia derivada del 0 2005 ' 2010 '
llo de nuevas fuentes de energia petréleo y al consumo de energias renovables. Los datos se expresan en ( Fuente : Ministerio de Industria)

que no dependen de la existen-
cia de reservas fosiles como el
carbon o el petréleo: las energias

miles de toneladas de equivalente petréleo (ktep)

a) Calcula los porcentajes de consumo sobre el total que corresponde a las
energias derivadas del petréleo y las energias renovables para cada uno

renovables.
de los dos afios.
b) Calcula los coeficientesaybdelarectay=ax+benlaquexeselafioey
es el porcentaje de consumo de energias renovables para ese afio. Para
ello, utiliza los datos proporcionados para los dos afios 2005 y 2010.
. . e c) Calcula la ecuacién de otra recta como la del apartado anterior pero
SOpla fuerte que la luz se apaga: energia edlica correspondiente al porcentaje del consumo de energias derivadas del
La instalacion de un parque edlico precisa realizar un estudio previo sobre ciertas circunstancias que conlleve a una 6ptima petroleo.
localizacion de los generad ores. Uno de los factores que mas importancia tiene en este estudio es la cantidad de viento que d) Interpreta las dos rectas obtenidas.

afecta a la zona de interés. Como es imposible conocer la velocidad del viento en todos y cada uno de los puntos del futuro
parque, esta se mide Gnicamente en los vértices de una malla (una triangularizacién del terreno) de forma que la velocidad
en cada punto se estima gracias a las velocidades que hay en los vértices préximos.

e) Utiliza las rectas anteriores para realizar estimaciones correspondientes a los afios 2015 y 2020. ;Para qué afio son mas
fiables las estimaciones halladas?

. . y . o f) Los cuatro graficos estadisticos siguientes pretenden proporcionar la misma informacion que el grafico del enunciado.
Para realizar esta estimacion se pueden adoptar diferentes criterios como:

E Indica cuales de ellos son correctos y cuales no, justificando las respuestas
+ La medida de la magnitud de un punto del terreno es la misma que la del vér-
tice de la malla mas cercano a él (criterio del vecino mas préximo). B
+ Cada medida es la media aritmética de los tres vértices mas cercanos al punto. F 45314 TTTToTTomomemmoTTToooooooes
140000 129978 1400001 [
- Interpolacién afin: si los tres vértices mas proximos de punto P(c, B) son | esi78 |
. . o 100000 o 1000007~ = f-- 55418 |-~ o7RAS
Ala, a,) B(b, b))y C(c, c,) y en ellos se miden las velocidades de v,, v, y v. g 71765 52005 g e —
1’ 2 1’ 72 1’ 2 A TB C & 0594 > 13966 o RENOVABLES
respectivamente: 60000 #2010 eoo0oT ™ o _ GPETROLEO
; A 20000 837112206 a0000] | o [ B - --
i) Se calculan los valores A, A, y A, tales que ol A ' o , ,
PETROLEO RENOVABLES TOTAL 2005 2010
( P P )=l1( a, a, )+7»1( b, b, )+%3( ¢, G ) G
{7»1+7»2+?»3 =1
.. . . . H
ii) La estimacion de la velocidad en Pserd v, =A,.v,+ A, vy + A v, 2005 2010 2010
Se quiere estimar la velocidad del viento en el punto P(3, 3) y para ello se cuenta
con una malla triangular. El punto P es interior al tridngulo de la malla de vér- 60594
. . . 60594
tices A(2, 1), B(3, 5) y C(5, 1). En estos puntos, la velocidad del viento es: 129978 w
\ p6
= = = S\UDendo’ @
v,=2m/s v,=3 m/s ve=1m/s .Emo aporciond \
. . . . . . . P P (s .
a) Estima la velocidad del viento en P mediante el criterio del vecino mas préximo * energia impia, SPETROLEO s RENOVABLES s TOTAL ©PETROLEO o RENOVABLES aTOTAL
. . . . e . P - turo
b) Estima la velocidad del viento en P mediante el criterio de la media aritméticaen A, By C pero...- ¢! o

novab\e'.’

e
c) Estima la velocidad del viento en P mediante interpolacién afin. es




Entre otros muchos datos, los astronomos necesitan conocer, con cierta pre- §&
8 cision, la distancia que separa a la Tierra (o mejor, al centro de su o6rbita) [

{ de las estrellas. Pero... ;como podemos medir esas enormes distancias a
objetos a los que no podemos ni acercarnos?

¥ Como siempre, las matematicas vienen en nuestra ayuda, esta vez de manos
| de la trigonometria. Asi, el primer sistema que se utilizé para obtener estas
§ distancias fue el método de la paralaje. Se define paralaje como el despla-
zamiento aparente que sufre una estrella, mas bien cercana, sobre el fondo
formado por las estrellas mas lejanas al ser observada en dos posiciones
& extremas de la 6rbita que describe la tierra en su movimiento alrededor del
sol, por ejemplo en los solsticios de invierno y de verano.

. P
o .:'

cQué regla utilizar para las estrellas?

Antes de ver cémo medir, tenemos que darnos cuenta de que las unidades de lon-
gitud usuales —centimetros, metros o kilometros— no son apropiadas para medir
distancias entre estrellas.

En astronomia se utilizan dos unidades para medir esas enormes distancias:

+ La “unidad astronémica (UA)”: distancia media que separa a la Tierra del Sol
(1,496-108 km).

- El “afio luz”: distancia que recorre la luz en el vacio en un afo.

a) ;A qué Calcula la medida en kilémetros y en unidades astronémicas de un afio
luz (velocidad de la luz = 3-10° km/s).

b) Mediante notacion cientifica, expresa en kilometros la distancia de 4,3 afios luz.

c) Calcula a cuantas unidades astronémicas y a cuantos afios luz corresponden 4,73-10% km.

El truco de la moneda

Para comprender mejor el método de la paralaje no hay mas que sujetar
una moneda M frente a los ojos (izquierdo Iy derecho D) y observar cémo
se desplaza su posicion relativa (de D’ a I') sobre el fondo de objetos leja-
nos al mantener, de forma alternativa, un ojo abierto y el otro cerrado.

Se sujeta una moneda a 50 cm del punto medio entre los dos ojos
(PM=50 cm) que, se supone, estan separados 8 cm. P

pues ahorad, solo

queda calcular
a) Aplicando el Teorema de Tales, calcula la separacion de las posiciones aparen-

distancias Y
tes de la moneda D’ e I’ en una pared que esté alejada 3 metros del observador. angulos-

b) Calcula la medida del dngulo D'MI'=IMD =0

Y entonces... ;qué es la paralaje?

Tras el truco anterior, podemos definir la paralaje de una estrella como el angulo bajo el que se veria, desde esa estrella, el
radio medio de la 6rbita terrestre alrededor del Sol.

a) Siendo p la paralaje de una es-

Estrella trella, demuestra que la distan- Estrella A Distancia
cia, en unidades astron6micas, UA Anos luz
p que la separa de.l centro de la Alfa Centauri 0.747"
orbita terrestre viene dada por —
la expresidn: d = cotg p Sirio 86
b) Con la ayuda de la relacion ante- Fps}lon Fridani 664 030
_¢_ UA rior, completa la tabla derecha. Epsilon Indi 0,275”
Luyten 12,4

El astronomo “aficionado”

El profesor de geometria, y aficio-
9w nado a la Astronomia, Johannes Ke-
T pler (1571-1630) enunci6 en 1609
las tres leyes que llevan su nombre
y que rigen el movimiento de los
planetas alrededor del Sol.

1.2 Los planetas describen 6rbi-
tas elipticas con el Sol en uno
de sus focos.

2.3 Los planetas varian su velocidad a lo largo de su trayectoria, siendo maxima
cuando se encuentran en el perihelio (punto méas proximo al Sol) y minima cuan-
do encuentran en el afelio (punto méas alejado del Sol)

3.2 Los cuadrados de los periodos de revolucién son proporcionales a los cubos de las
distancias medias al Sol. Esto
es, hay una relacién muy senci-

i Periodo | Distancia media
lla entre el tiempo que tarda un Planeta 4
planeta en dar una vuelta com- (anos) al Sol (UA)
pleta a su trayectoria (periodo Mercurio 0,24
de rgvolucién) y su distancia Venus 072
media al Sol. :
La Tierra 1 1
a) SiPesel periodo en afios de un planeta y D la distancia media que lo Marte 1.9
separa del Sol en unidades astrondmicas, escribe una expresion alge- [dniter -
braica que relacione ambas magnitudes. Para ello ten en cuenta los P .
datos correspondientes al planeta Tierra. Saturno 29,5
Urano 19
b) Completa la tabla de la derecha
Neptuno 165




Si observamos el cielo despejado por la
noche y en un lugar alejado de una gran
ciudad, vemos infinidad de estrellas con
brillos muy diferentes. Algunas, como
Sirio, Arturo o Vega tienen una gran
luminosidad y se pueden apreciar sin
ninguna dificultad a simple vista y otras
como Centauro o Pegaso se aprecian con
bastante mas esfuerzo. Ademas, las es-
trellas no siempre son solitarias como
nuestro Sol, en muchas ocasiones for-
man parejas e incluso trios, dando lugar
a sistemas dobles y triples.

oS

Las estrellas brillan: la magnitud aparente

Con el fin de clasificar el brillo aparente desde la Tierra de las diferentes estrellas,
se considera una escala de magnitud de forma que las estrellas que pueden ser
apreciadas a simple vista se sitdan en diferentes grupos: las mas brillantes tienen
una magnitud 1y las menos tienen magnitud 6.

Los criterios que se usan para establecer esta clasificacion son:

1.0 La diferencia de magnitudes M, y M, de dos estrellas E, y E viene dada por la

expresion: M, —M, :—k~log(%j donde B, y B, son los brillos aparentes de las
citadas estrellas. ’

2.0 La magnitud de la estrella Vega es O y su brillo aparente 1.

a) Calcula el valor k de la expresion M, —M, :—/Mog(glj
2

sabiendo que si la estrella E, tiene 100 veces el brillo de otra n
E, se verifica que la magnitud de E, es 5 unidades superior a la Sol -26,7
magnitud de E,. Luna llena 120225
b) Calcula la relacion entre los brillos aparentes de dos estrellas  yate 2.9
de magnitudes respectivas 2y 4
Sirius 3,8
c) La magnitud de una estrella puede ser un nimero negativo.
Calcula la magnitud de una estrella sabiendo que su brillo es Vega ! 0
100 veces mayor que el de otra estrella de magnitud 2. Polar 2
d) Comprueba que para calcular la magnitud aparente de una es- Neptuno 0,00083
trella se pude utilizar la expresion: pues ahord,

i S
M =-2,5 log B siendo B el brillo de la estrella expresado en n0 entreviste®

de veces el brillo de Vega

a una pareld
estelar

e) Completa la tabla de la derecha.

Amigas para casi siempre: estrellas binarias

Una estrella binaria es un sistema estelar formado por dos estrellas préximas que giran en torno al centro de masas comun
pero que desde la Tierra se ven como un (nico punto.

Para calcular la magnitud de una estrella binaria, seria erréneo sumar las magnitudes correspondientes a cada una de ellas.

Lo que se debe hacer, en este caso, es sumar los brillos correspondientes a cada una de ellas y calcular la magnitud corres-
pondiente a este brillo.

a) Silas magnitudes aparentes de dos estrellas que for- EA vor &1 osth
man una estrella binaria son m, y m,, ;qué puedes pesada se va
de vacaciones

decir del nimero m que representa la magnitud del

1
conjunto del sistema estelar? -

b) Comprueba que las magnitudes aparentes parciales
m, mz,de las estrellas que forman un sistema y la
magnitud total del sistema m se relacionan mediante
la expresion:

10 22410 2°=10 25

c) La estrella doble Albireo, de la constelacion del Cis-
ne, esta formada por dos estrellas Albireo Ay Albireo
B con magnitudes 3,1y 5,1. Halla la magnitud del sis-
tema doble.

La magnitud absoluta de una estrella

El brillo real de una estrella depende de su magnitud aparente y de la dis-
tancia que la separa de La Tierra. Asi la estrella o Centauri, a pesar de ser
la méas cercana a la Tierra es menos luminosa en nuestro cielo que estrellas
mucho mas lejanas.

+ La magnitud absoluta de una estrella es la magnitud aparente que tendria
esa estrella si estuviera colocada a una distancia de 10 parsecs (1 parsec s
equivale a 3,26 afios luz) Apparent Absolute

magnitudes magnitudes

La magnitud aparente my la magnitud absoluta M de una estrella estén rela-
cionadas mediante la expresion: La constelacién Canis Major. A la izquierda con la
magnitud aparente con la que vemos sus estrellas,

M-m=5-5logd y a la derecha con la magnitud absoluta.

donde d es la distancia de la estrella en parsecs. La magnitud absoluta es ~ (Tomada de “The Stellar Magnitude System”, Alan
una medida real de la luminosidad de una estrella. Mac Robert, 2006, www.skyandteslescope.com)

a) Calcula la magnitud absoluta del Sol teniendo en cuenta que su magnitud relativa es -26,7 y que su distancia a la Tierra
es de 8,3 minutos luz.

b) b) Sirio tiene una magnitud aparente de -1,45 y esta a 8,6 afios luz. Compara los brillos reales de Siro y El Sol.
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